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Chromium has limited solubility in -iron. It is shown that unsaturated Fe-Cr alloys should 

demonstrate short-range ordering (i.e. tendency to neighboring of Fe and Cr atoms). The type of short-

range ordering in several Fe-Cr alloys is revealed from the data on the recovery of residual electrical 

resistivity after low temperature electron irradiation at sufficiently low temperatures. The combined 

consideration of the data on short-range ordering and chromium solubility at 570 K (Scr. Mater. 2014 v. 

74, p. 48 and ibid 2016 v. 122, p. 31) gives the confidence interval for the solubility limit near 270 K 

equal to 8.8±0.4 at. % Cr. 

Keywords: Fe-Cr alloys, Cr solubility limit in -iron, electron irradiation, recovery of residual electrical 

resistivity, short-range ordering.  
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БЛИЖНИЙ ПОРЯДОК В ОБЛУЧЕННЫХ ЭЛЕКТРОНАМИ  

ПРИ НИЗКИХ ТЕМПЕРАТУРАХ СПЛАВАХ Fe-Cr И РАСТВОРИМОСТИ ХРОМА  

В -ЖЕЛЕЗЕ ВБЛИЗИ 270 К 

А. Л. Николаев  

Институт физики металлов Уральского отделения Российской академии наук, имени М.Н.Михеева,  

д. 18, ул. С.Ковалевской, Екатеринбург, Российская Федерация 

 https://orcid.org/0000-0002-0858-9820  nikolaev@imp.uran.ru 
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Хром имеет ограниченную растворимость в -железе. Ненасыщенные сплавы Fe-Cr 

должны демонстрировать ближнее упорядочение (БУ) по типу порядка. Из данных по воз-

врату остаточного электросопротивления после низкотемпературного облучения электрона-

ми высоких энергий установлен тип БУ в ряде сплавов Fe-Cr при достаточно низких темпе-

ратурах. Совместное рассмотрение данных по БУ и пределу растворимости Cr при 570 К 

(Scr. Mater. 2014 v. 74, p. 48 и ibid 2016 v. 122, p. 31) позволяют установить доверительный 

интервал для предела растворимости вблизи 270 К, равный 8,8±0,4 ат. % Cr. 

Ключевые слова: сплавы Fe-Cr, предел растворимости Cr в -железе, облучение электрона-

ми, возврат остаточного электросопротивления, ближнее упорядочение. 

1. Введение 

Богатые по железу сплавы Fe-Cr являются основой для множества ферритных и фер-

ритно-мартенситных нержавеющих сталей, которые широко используются в промышленно-

сти, включая применение в ядерных реакторах благодаря хорошим механическим свойствам, 

химической стойкости и высокой устойчивости к вакансионному распуханию. Раствори-

мость хрома в -железе является ограниченной. Из-за этого ограничения высокохромистые 

(выше ~17–18 ат. % Cr) сплавы и стали имеют тенденцию к расслоению на богатые по желе-

зу (-фаза) и хрому (-фаза) компоненты, что приводит к охрупчиванию. Это охрупчивание 

впервые наблюдалось при старении при 475 С и известно как «хрупкость при 475 С». Это 

явление серьезно ухудшает механические свойства высокохромистых сплавов и ферритных 

сталей. Однако это ухудшение может происходить и в сплавах, и сталях с более низким со-

держанием хрома (~12–13 ат. % Cr), и при более низких температурах при их использовании 

в ядерных реакторах, где миграция неравновесных дефектов, возникающих при облучении 

нейтронами, ускоряет процессы диффузии и фазовых превращений при температурах, суще-

ственно ниже 750 К (475 С), и концентрациях хрома, близких к пределу растворимости.  

Чтобы понимать поведение расслаивающихся сплавов, необходимо знать предел рас-

творимости хрома 
sC , включая его значения при достаточно низких температурах.  

В последние годы в ряде работ была экспериментально определена растворимость хрома в -

железе вблизи 570 К [1, 2]. В этих работах пересыщенный твердый раствор сплавов Fe-Cr 

доводили практически до полного распада и равновесную концентрацию хрома в обеднен-

ной матрице (предел растворимости) измеряли с помощью атомно-зондовой томографии. 

Атомная подвижность вблизи 570 К была чрезвычайно низкой и чтобы ускорить ее с помо-

https://orcid.org/0000-0002-0858-9820?lang=en
mailto:nikolaev@imp.uran.ru
mailto:nikolaev@imp.uran.ru
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щью миграции неравновесных дефектов, применяли облучение нейтронами и электронами 

высоких энергий. 

Однако при температурах, существенно ниже 570 К, рекомбинация неравновесных 

дефектов увеличивается на много порядков и способность облучения ускорять распад твер-

дого раствора резко падает. Поэтому подход [1, 2] реализовать не удастся. Тем не менее, да-

же при температурах существенно ниже 570 К мигрирующие радиационные дефекты спо-

собны ускорять процессы ближнего упорядочения (БУ). В системе Fe-Cr существует два ти-

па БУ [3] – БУ по типу порядка (далее просто ближний порядок – БП) и БУ по типу расслое-

ния (далее просто ближнее расслоение – БР). При низких концентрациях хрома наблюдается 

БП, а при концентрации чуть ниже 10 ат. % Cr ( inv

CrC ) происходит переход к БР, т. е. имеет 

место инверсия типа БУ. Этот концентрационный переход наблюдали как при термических 

отжигах в интервале 700–900 К [3], так и после облучения электронами при 370–420 К [4].  

Очевидно, что образование обогащенных по хрому кластеров (зародышей -фазы) 

возможно только при условии, что соседство какого-либо атома Cr с другими атомами Cr  

является энергетически выгодным. С точки зрения БУ это означает, что в распадающихся 

(пересыщенных) сплавах должно происходить БР. Отсюда следует, что при концентрациях 

хрома ниже inv

CrC  твердый раствор является устойчивым относительно расслоения на - и  

-фазы, так как стремление атомов хрома соседствовать с атомами железа (что происходит 

при БП) не совместимо с зарождением обогащенных по хрому кластеров (зародышей -

фазы). Поэтому inv

CrC  является либо пределом растворимости, либо по крайней мере его ниж-

ней оценкой, т. е. sinv

Cr CC  .  

В работе [3] показано, что процессы БУ разного типа по-разному влияют на измене-

ние остаточного электрического сопротивления (ОЭС): БП увеличивает ОЭС, а БР уменьша-

ет ОЭС. Это дает возможность определять тип БУ с помощью измерений ОЭС. 

Хорошо известно, что возврат ОЭС в концентрированных сплавах в процессе ступен-

чатого изохронного отжига после облучения частицами высоких энергий при низких темпе-

ратурах сопровождается БУ, ускоренным дальней миграцией радиационных дефектов [5, 6]. 

Это приводит к появлению в возврате ОЭС соответствующего вклада, вызванного БУ, 

)(TSRO 1
.  

В сплавах Fe-Cr )(TSRO  ведет себя по-разному в зависимости от типа БУ: в случае 

БП )(TSRO  является положительным и увеличивается с ростом температуры отжига,  

а в случае БР )(TSRO  является отрицательным и уменьшается с ростом температуры отжига. 

Поэтому информация как о протекании БУ, так и об его типе может быть получена из дан-

ных по возврату ОЭС. Соответственно, если 0 SRO , то исследуемый твердый раствор од-

нозначно является ненасыщенным, т. е. концентрация хрома в этом случае ниже 
sC .  

В противоположном случае ( 0 SRO ) никаких однозначных выводов не может быть сде-

лано, так как наличие БР является необходимым, но не достаточным условием расслоения  

на - и -фазы. Поэтому из данных по возврату ОЭС можно получить только нижнюю 

оценку предела растворимости 
s

LC , т. е. sinv

Cr

s

L CCC  .  

Формально значения концентрации хрома, полученные в работах [1, 2] для обеднен-

ной матрицы (8,9±0,2 и 8,7±0,5 at. %) после длительного старения при 570 К, соответствуют 

пересыщенному твердому раствору и являются верхней оценкой предела растворимости 

С𝐻 
𝑠 (570 K) (хотя и очень близкой к истинному значению последнего при 570 К), так как до-

                                                 
1
 Индекс «SRO» от англ. short-range order; более подробно )(TSRO  обсуждается далее в разд. 2. 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 6, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

10 

 

 

Nikolaev A. L. Short-range ordering in Fe-Cr alloys irradiated with electrons at low temperatures and Cr solubility  

in α-iron near 270 K // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2021. – Iss. 6. – P. 6–18. –  

DOI: 10.17804/2410-9908.2021.6.006-018. 

 

стижение точной равновесной концентрации при старении требует бесконечного времени. 

Это означает, что и при более низких температурах величина С𝐻 
𝑠 (570 K) также соответству-

ет пересыщенному твердому раствору и является верхней оценкой предела растворимости.  

Сопоставление значений 
s

LC  и С𝐻 
𝑠 (570 K) дает доверительный интервал для значений 

предела растворимости 
sC  при температурах, где возможно определение  типа БУ по дан-

ным возврата ОЭС, т. е. 𝐶𝐿
𝑠 < 𝐶𝑠 < С𝐻 

𝑠 (570 K). 
sC  может только уменьшаться с понижением 

температуры, и температурная зависимость )(TC s
 определяет минимальную ширину дове-

рительного интервала при температуре T , равную С𝐻 
𝑠 (570 K) − 𝐶𝑠(𝑇). Из теоретических 

соображений [7] следует, что температурная зависимость )(TC s
 должна быть слабой. По-

этому ширина доверительного интервала (величина погрешности определения 
sC ) будет, в 

основном, определяться разностью )( ss

L CC   примерно равной 𝐶𝐿
𝑠 − С𝐻 

𝑠 (570 K). Таким обра-

зом, задачу по определению предела растворимости с разумной погрешностью можно свести 

к определению типа БУ в сплаве с концентрацией хрома, немного ниже значений, найденных 

для С𝐻 
𝑠 (570 K) в работах [1–2]. Решение именно такой задачи является целью данной рабо-

ты. Однако оказалось, что указанная задача для подобного сплава просто не решается. По-

этому в работе дополнительно исследовали БУ еще в трех сплавах Fe-Cr, чтобы понять, как 

можно определить тип БУ в интересующем нас сплаве.  

2. Миграция неравновесных дефектов, БУ и изменение ОЭС в концентрированных сплавах 

2.1. Возврат ОЭС и БУ в концентрированных сплавах при отжиге после облучения 

электронами при низких температурах  

При низких температурах дефекты неподвижны. Поэтому облучение электронами при 

низких температурах приводит к накоплению дефектов в виде пар Френкеля, состоящих из 

вакансии и собственного междоузельного атома (СМА). Накопление дефектов (пар Френке-

ля) приводит к росту ОЭС, а их концентрация определяет величину исходного прироста ОЭС 
d

0 , где индекс « d » означает, что прирост обусловлен дефектами. Прирост определяется из 

соотношения 00   irr

d , где 0  и irr  значения ОЭС сплава до и после облучения соот-

ветственно.  

Стандартная процедура исследования возврата ОЭС предполагает, что облученные 

образцы подвергают ступенчатому изохронному отжигу, т.е. в процессе отжига ступенчато 

повышают температуру отжига с шагом T  и выдерживают на каждой ступени одинаковое 

время t . После отжига на каждой ступени образец погружают в жидкий гелий для измере-

ния ОЭС и определяют текущий прирост ОЭС после отжига при температуре T , 

0)()(   TT , где )(T  – текущее значение ОЭС после отжига при температуре T .  

Допускается изменение шага отжига, но скорость нагрева tT  /  должна оставаться посто-

янной.  

По результатам ступенчатого отжига получают температурную зависимость восста-

новления ОЭС dTTR 0/)()(   . Величину )(TR  часто называют возвратом ОЭС. Если 

)(T  целиком обусловлено присутствием дефектов, то )(TR  указывает на долю выживших 

дефектов после отжига при температуре T .  

При повышении температуры после облучения дефекты приобретают некоторую по-

движность, степень которой определяется величиной температуры, и начинают взаимодей-

ствовать друг с другом. Первыми начинаются процессы так называемой ближней миграции, 

которая приводит к взаимной рекомбинации вакансий и СМА из одной и той же пары Френ-
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келя. Нам эти процессы не интересны, так как они никак не влияют на БУ и приводят к про-

стому уменьшению концентрации дефектов и )(TR .  

При более высоких температурах начинается дальняя миграция дефектов, то есть ми-

грация на расстояния порядка и больше расстояния между отдельными парами Френкеля, и 

начинается взаимодействие между дефектами из разных пар Френкеля. При этих температу-

рах миграция дефектов начинает влиять на процессы БУ. БУ является диффузионно-

контролируемым явлением, то есть для его протекания требуется диффузионное перемеши-

вание твердого раствора. Степень перемешивания определяется общим числом прыжков всех 

подвижных дефектов, приходящихся на один атом. Заметное влияние БУ на ОЭС начинается 

тогда, когда число прыжков дефектов приближается к величине около 1 прыжка/атом [8]. Имен-

но такое число прыжков дефектов набирается при отжигах в начале дальней миграции. При 

ближней миграции, общее число прыжков дефектов всегда много меньше единицы.  

В результате дальней миграции начинаются процессы БУ, которые изменяют ОЭС 

самого сплава (без учета вклада от дефектов), т. е. )()( 00 TT SRO  , где )(0 T  – значе-

ние ОЭС самого сплава после отжига при температуре T , а )(TSRO  – изменение ОЭС, 

обусловленное БУ. В силу традиций, изменение ОЭС сплава при отжиге после облучения не 

рассматривается, а поправка )(TSRO  включается в текущий прирост ОЭС )(T . В ре-

зультате, )(T  оказывается состоящим из двух компонентов (вкладов), один из которых 

обусловлен присутствием дефектов ( )(Td ), а второй является результатом БУ ( )(TSRO ), 

т.е. )()()( TTT SROd   . Соответственно, возврат ОЭС записывается как 

)()(/)(/)()( 00 TRTRTTTR SROddSROdd    и также состоит из двух вкладов 

(компонентов), обусловленных дефектами и БУ. Нужно иметь в виду, что )(Td  всегда яв-

ляется положительной величиной, а )(TSRO  может быть как положительной, так и отрица-

тельной.  

Из сказанного выше следует, что для решения задачи, поставленной во введении, 

необходимо решить две следующих проблемы: а) как определить температуру ( SROT ), выше 

которой в возврате )(TR  появляется компонента )(TR SRO ; б) как при температурах выше 

SROT  определить знак компоненты )(TR SRO . В следующем разделе мы покажем, что упомя-

нутые проблемы решаются путем сравнения кривых )(TR , полученных в подобных образцах 

с различной исходной концентрацией дефектов или, другими словами, с различными приро-

стами ОЭС d

0 . В свете сказанного выше, очевидно, что ниже SROT  определить какие-либо 

характеристики БУ и, соответственно, растворимость хрома не представляется возможным.  

2.2 Сравнение возврата ОЭС в подобных образцах с различной концентрацией  

дефектов 

Известно [8], что SRO  является функцией числа прыжков всех подвижных дефектов 

dN
2
. Изменение )(TSRO  при отжиге на каждой i -й ступени (при температуре iT ) равное 

)()( 1 i

SRO

i

SRO TT  , где )( i

SRO T  значение )(TSRO  после отжига при температуре iT  – 

мало и с хорошей точностью прямо пропорционально )( i

d TN , т. е. числу прыжков дефектов, 

совершенных при отжиге на данной ступени при iT . При нормировке )()( 1 i

SRO

i

SRO TT   

                                                 
2
 Измеряется числом прыжков, приходящихся на 1 атом.  
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на d

0 , которое пропорционально исходной концентрации дефектов dC0 , получаемая раз-

ность )()()( 1 i

SRO

i

SRO

i

SRO TRTRTR  будет пропорциональна  d

i

d CTN 0/)( , т. е. среднему 

числу прыжков дефектов на данной ступени, приходящемуся на один исходный дефект. Так 

как в течение отжига сохраняется пропорциональность между текущей и исходной концен-

трациями дефектов, то величина )( i

SRO TR  оказывается также пропорциональной среднему 

числу прыжков одного дефекта на данной ступени отжига
3
, т. е. )(~)( i

d

i

SRO TnTR , где 

)( i

d Tn  есть среднее число прыжков одного дефекта при отжиге на данной ступени при iT .  

Известно, что в процессе отжига после низкотемпературного облучения дефекты вза-

имодействуют преимущественно друг с другом. Поэтому средний пробег (среднее число 

прыжков) одного дефекта на каждой ступени отжига определяется вероятностью его встречи 

с другими дефектами, которая обратно пропорциональна как текущей, так и исходной кон-

центрациям дефектов. Для наших рассуждений важна обратная пропорциональность исход-

ной концентрации дефектов, т.е. )( i

SRO TR ~ )( i

d Tn ~ dC0/1 . Отсюда следует, что абсолютная 

величина )( i

SRO TR  уменьшается с увеличением исходной концентрации дефектов. Если 

рассматривать два подобных образца с разной концентрацией дефектов, высокой ( H ) и низ-

кой ( L ), то всегда справедливо соотношение )( i

SRO

L TR > )( i

SRO

H TR .  

Величина )(TRSRO  после отжига на ступени при данной температуре T  есть сумма 

всех )( i

SRO TR  на предшествующих ступенях отжига, включая )(TRSRO  на последней сту-

пени, т. е.  







TT

i

i

SROSRO
i

TRTR
1

)()(

 

(1) 

и на каждой ступени )( i

SRO

L TR > )( i

SRO

H TR . В результате )(TRSRO

L > )(TRSRO

H  и разница  

между )(TRSRO

L  и )(TRSRO

H  растет с увеличением температуры.  

На языке графиков увеличение разницы означает, что зависимости )(TRSRO

H  и )(TRSRO

L  

начинают рост по абсолютной величине с нуля при температуре SROT  и далее расходятся с 

ростом температуры отжига. Если другие компоненты возврата ОЭС в H - и L -образцах 

)(TRd

H  и )(TRd

L  различаются слабо, то расхождение )(TRSRO

H  и )(TRSRO

L  приводит к расхож-

дению зависимостей )(TRH  и )(TRL . Таким образом, температура появление компоненты 

)(TRSRO  в )(TR  легко определяется по началу расхождения зависимостей )(TRH  и )(TRL . 

Знак )(TR SRO  без проблем определяется по порядку расхождения. Если 0)( TRSRO , то кри-

вая )(TRL  проходит выше кривой )(TRH . Если 0)( TRSRO , то, соответственно, кривая 

)(TRL  проходит ниже кривой )(TRH .  

Именно такую описанную выше картину расхождения кривых возврата ОЭС вслед-

ствие БУ, ускоренного дальней миграцией радиационных дефектов, наблюдали в облучен-

ном электронами аустенитном сплаве Fe-16Cr-20Ni [6] (рис. 1). Порядок расхождения соот-

ветствует 0)( TRSRO , который увеличивается с ростом температуры отжига. Скорость роста 

                                                 
3
 Получается при нормировке общего числа прыжков всех дефектов на ступени на текущую концентрацию  

дефектов в начале этой ступени. 
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)(TR SRO  оказывается много больше скорости спада )(TRd , в результате чего наблюдается 

рост )(TR при отжиге после облучения. Далее мы попытаемся получить и использовать рас-

ходящиеся зависимости )(TRH  и )(TRL  в наших сплавах для решения поставленной задачи. 

Необходимо только иметь в виду, что в Fe-Cr )(TR SRO  по отношению к )(TRd  примерно  

в 30 раз меньше чем в Fe-16Cr-20Ni [9]. Поэтому закономерности расхождения )(TR , легко 

выявляемые в Fe-16Cr-20Ni, могут потребовать определенных усилий для своего выявления 

в Fe-Cr. 

 

 

Рис. 1. Кривые восстановления ОЭС в образцах аустенитного сплава Fe-16Cr-20Ni  

после облучения 2,5 МэВ электронами при 21 К до различных концентраций  

радиационных дефектов согласно [5] 

3. Методика и характеристики образцов  

В настоящей  работе использовали образцы четырех бинарных сплавов Fe-Cr: Cr4  

(3,8 ат. % Cr), Cr6 (6 ат. % Cr), Cr9 (8,8 ат. % Cr) и Cr11 (10,8 ат. % Cr). Образцы готовили в 

дуговой печи переплавом на медном водоохлаждаемом поду спрессованных порошков высо-

кочистого карбонильного железа и электролитического хрома. Концентрацию хрома задава-

ли взвешиванием навесок с последующим контролем после переплава методом рентгенов-

ского флуоресцентного анализа. Основные примеси – Ni (100 appm) и N (70 appm, в Cr6 – 

140 appm), а содержание остальных примесей менее 2 appm.  Детали приготовления и атте-

стации сплавов можно найти в [9]. 

Слитки раскатывали в фольги, из которых вырезали 4-контактные образцы для изме-

рения ОЭС с размером измерительной части 41,30,06 мм
3
. Затем образцы отжигали  

в «безмасляном» (свободном от углеводородов) вакууме 10
–4

 Па при 1100 К в течение 4 ч.  
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Измерения ОЭС проводили с помощью цифрового нановольтметра В2-39 (разрешение 

1 нВ) и источника постоянного тока П-320 при измерительном токе 100 мА в жидком гелии. 

Относительная точность измерений составляла ~10
–5

. Образцы облучали электронами с энер-

гией 5 МэВ в проточном гелиевом криостате при температуре ниже 77 К. Для каждого спла-

ва имелось по два образца (H- и L-), которые облучались до «высоких» (~2,2–2,4 мкОмсм)  

и «низких» (~0,4–0,6 мкОмсм) приростов ОЭС. После облучения образцы, не отогревая вы-

ше 77 К, переносили в устройство для отжигов и измерения ОЭС в жидком гелии.  

Далее проводили ступенчатые отжиги с шагом от 5 К до 10 К. Однако, дальнейший 

анализ показал, что H-образцы (т. е. которые облучались длительное время) в процессе облу-

чения кратковременно (на несколько секунд или десятков секунд) перегревались до ~125 К. 

Поэтому данные по возврату ОЭС для H- и L-образцов обрабатывали немного по-разному. 

Данные для L-образцов обрабатывали обычным способом: текущие приросты ОЭС нормиро-

вали на приросты ОЭС после отжига при 90 К. По крайней мере до 170–180 К возврат ОЭС 

не зависит от прироста ОЭС. Поэтому возврат ОЭС в H-образцах приравнивали к возврату  

в L-образцах при 135 К и таким образом «сшивали» данные для H- и L-образцов. Соответ-

ственно, данные по возврату ОЭС для H-образцов приводятся, начиная только со 135 К. Бо-

лее подробное описание процедур облучения, измерения ОЭС и проведения ступенчатых 

отжигов можно найти в [9].  

4. Результаты и обсуждение 

На рис. 2 показаны зависимости восстановления ОЭС при отжиге после низкотемпе-

ратурного облучения для четырех HL   пар образцов сплавов Cr4, Cr6, Cr9 и Cr11. Видно, 

что, в целом, картина расхождения кривых заметно отличается от таковой в Fe-Cr-Ni.  

В сплавах 4Cr и 9Cr заметного расхождения не наблюдается вообще. В Cr6 и Cr11 

наблюдается расхождение кривых возврата ОЭС с началом при 225 К и 195 К, соответствен-

но, в общем, аналогичное расхождению кривых в сплаве Fe-16Cr-20Ni. Порядок расхожде-

ния в Cr6 и Cr11 противоположный и соответствует БП в Cr6 и БР в Cr11. В Cr11 выше 245 К 

наблюдается падение ОЭС ниже исходного уровня. Падение ОЭС ниже исходного уровня 

является результатом 011 SRO

Cr  ( 0SRO

Cr11 R ), т. е. БР, что согласуется с определением типа БУ, 

сделанным на основе порядка расходимости кривых восстановления ОЭС. Наблюдаемые ти-

пы БУ в Cr6 и Cr11 соответствуют данным работы [3] и подтверждают наличие концентра-

ционного перехода от БП к БР, по крайней мере, до температур ~225 К. Для того, чтобы за-

вершить решение поставленной задачи необходимо определить тип БУ в сплаве Cr9. Так как 

Cr9 находится между Cr6 и Cr11, 225 К может рассматриваться как верхняя оценка для SROT . 

Согласно данным ядерной гамма спектроскопии [4], в Cr4 наблюдается БП как при 

термическом отжиге вблизи 700 К, так и при облучении электронами в температурном диа-

пазоне 370–420 К. Поэтому, отсутствие расходимости кривых )(TR  в этом сплаве не связано 

с отсутствием процессов БУ, а скорее всего связано с тем, что расхождение кривых )(TR  

маскируется другими процессами из-за малой величины SROR  вследствие низкой концентра-

ции хрома. Малую величину SROR  можно также ожидать в Cr9 согласно данным ядерной 

гамма спектроскопии [4], вследствие близости сплава по концентрации к точке инверсии ти-

па БУ. Поэтому, перед анализом данных по возврату ОЭС в Cr9, полезно проанализировать 

данные по возврату ОЭС в Cr4 на основе данных работ [10, 11], чтобы понять какие процес-

сы могут маскировать расхождение кривых )(TR , обусловленное процессами БУ, и каким 

способом это расхождение можно выявить. Затем использовать полученные результаты для 

определения типа БУ в сплаве Cr9.  
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Рис. 2. Кривые восстановления ОЭС в сплавах Fe-Cr после облучения 5 МэВ  

электронами при низких температурах до различных приростов ОЭС. Цифры в легенде  

указывают на величину прироста ОЭС в мкОм·см после отжига при 90 К. Кривые сдвинуты 

относительно друг друга по оси Y на 0,2 и нулевой уровень для каждого сплава показан  

горизонтальной прямой соответствующего цвета 

В системе Fe-Cr наблюдаются значительные отклонения от правила Матиссена
4
 [12]. 

Это приводит к тому, что удельный вклад пар Френкеля в ОЭС становится зависимым от их 

концентрации. Эта зависимость приводит к расходимости между L- и H-кривыми при темпе-

ратурах ниже начала дальней миграции дефектов
5
 и порядок этой расходимости оказывается 

обратным порядку расходимости, обусловленной БП. Примерно при 170 К начинается даль-

няя миграция вакансий и БУ по типу БП. Расходимость, вызванная отклонениями от правила 

Матиссена, начинает уменьшаться и при ~ 195 К порядок расходимости меняется на проти-

воположный, что соответствует БП, и такой порядок сохраняется до ~230 К.  

В сплавах Fe-Cr существует явление аномального БР, индуцированного освобождени-

ем вакансий, захваченных на междоузельных примесях [11]. Этот тип БУ отличается от есте-

ственного БУ, которое нас интересует. В наших сплавах имеется примесь азота. Часть вакан-

сий, которые начинают дальнюю миграцию выше 170 К, захватывается на атомах азота.  

Освобождение захваченных вакансий происходит в температурном интервале 230–300 К [10]. 

Соответственно, в этом температурном интервале появляется индуцированное БР, влияние 

которого на ОЭС пересиливает влияние естественного БП. В результате, порядок расходимо-

сти при 230–300 К опять меняется. В результате такого чередования порядка расходимости 

суммарная расходимость при температурах выше 300 К оказывается малой и неразличимой 

                                                 
4
 Правило Матиссена утверждает, что вклады в электросопротивление от различных источников рассеяния 

электронов проводимости суммируются аддитивно.  
5
 Небольшую расходимость между кривыми )(TR , также обусловленную отклонениями от правила Матиссена, 

можно наблюдать на рис. 1 в системе Fe-Cr-Ni при температурах ниже начала дальней миграции (~170 К).  
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на рис. 2. Естественный способ избавиться от эффектов такого чередования – это анализиро-

вать процессы БУ выше 300 К, где отсутствуют вышеперечисленные процессы, маскирую-

щие проявление естественного БУ в ОЭС.  

Чтобы понять, как это можно сделать, обратимся к выражению (1), но суммирование 

начнем не с начала отжига, а с некоторой температуры T , т. е. 











TT

TT

i

SROSRO
i

i

TRTTR )(),( , (2) 

и сравним значения такой «неполной» суммы в L - и H -образцах, т.е. ),( TTRSRO

L


  

и ),( TTRSRO

H


. Так же, как и в случае выражения (1) каждый член «неполной» суммы  

в L -образце будет больше по абсолютной величине соответствующего члена в H -образце. 

Поэтому, описываемые «неполной» суммой зависимости ),( TTRSRO

L


 и ),( TTRSRO

H


 будут 

расходиться также как )(TRSRO

H  и )(TRSRO

L , и порядок расхождения будет указывать на знак 

)(TRSRO , т.е. тип БУ.  

Чтобы использовать расхождение зависимостей ),( TTRSRO

L


 и ),( TTRSRO

H


 для опреде-

ления типа БУ вблизи температуры T , необходимо использовать «неполный» возврат ОЭС 

),( TTRL


 и ),( TTRH


 куда в качестве вклада, обусловленного БУ, будут входить ),( TTRSRO

L


 

и .   

«Неполную» сумму можно представить как разность )()(),(   TRTRTTR SROSROSRO , 

соответственно «неполный» возврат ОЭС должен выглядеть, как )()(),(   TRTRTTR . В 

нашем случае KT 300
, поэтому следует анализировать расхождение зависимостей вида 

)300()( KRTR LL   и )300()( KRTR HH  .  

На рис. 3 а показаны «неполные» зависимости )300()( KRTR LL   и )300()( KRTR HH   

для сплава Cr4, а также для сравнения такие же «неполные» зависимости для сплавов Cr6 и 

Cr11. Видно, что порядок расхождения «неполных» зависимостей для сплавов Cr6 и Cr11 та-

кой же как и для «полных» зависимостей. Расхождение «неполных» зависимостей для Cr4 

наблюдается выше 330 К и его порядок соответствует БП, что согласуется с типом БУ, обна-

руженным при помощи ядерной гамма спектроскопии, после облучения электронами при 

близких (370 К) температурах [4]. Все это подтверждает возможность использования расхо-

димости «неполных» зависимостей для определения типа БУ. 

В сплаве Cr9 факторы, маскирующие расхождение кривых )(TR , отличаются от таких 

факторов в Cr4. Во-первых, индуцированное БР выражено намного слабее по сравнению  

с Cr4. Во-вторых, появляется дополнительный фактор. В целом, в Fe-Cr зависимости )(TRd

H  

и )(TRd

L  различаются слабо, за исключением одного температурного интервала. В этих сплавах 

дальняя миграция дефектов начинается с миграции свободных вакансий. Соответствующая этой 

миграции стадия возврата ОЭС располагается в температурном интервале 170–240 К [9].  

Но известно, что положение стадии миграции свободных дефектов сдвигается с изменением 

концентрации дефектов. Этот сдвиг приводит к появлению расхождения между )(TRd

H  и 

)(TRd

L  в температурном интервале стадии миграции вакансий, и может мешать увидеть рас-

хождение, обусловленное БУ при 170–240 К. Этот фактор пренебрежимо мал в Cr4, но до-

статочно велик в Cr9 и препятствует определению типа БУ ниже 240 К. Поэтому в Cr9 сле-

дует анализировать расхождение «неполных» зависимостей выше 250 К.  

),( TTRSRO

H


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а б 

Рис. 3. «Неполные» зависимости восстановления ОЭС для образцов сплавов Fe-Cr (рис. 2) 

при различных значениях параметра T : а – T = 300 К; б – T = 250 К. Кривые сдвинуты  

относительно друг друга по оси Y  на 0,05 

На рис. 3 б показаны «неполные» зависимости )250()( KRTR LL   и )250()( KRTR HH   

для сплава Cr9 и такие же «неполные» зависимости для сплавов Cr6 и Cr11 для сравнения. 

Видно, что в Cr9 выше 270 К наблюдается систематическое расхождение «неполных» зави-

симостей и порядок расхождения указывает на БП. Порядок расхождения в сплавах Cr6  

и Cr11 соответствует БП и БР соответственно. Таким образом, при температурах выше 270 К 

концентрация хрома в сплавах Cr6 и Cr9 находится ниже предела растворимости.  

Хотя согласно рентгеновскому флюоресцентному анализу содержание хрома в Cr9 

составляет 8,8 ат. %, часть хрома (до 0,4 ат. %) может находится в окислах (рентгеновский 

флюоресцентный анализ не различает хром в твердом растворе и окислах). Это связано с тем, 

что исходное карбонильное железо содержит до 1 ат. % адсорбированного кислорода [13]  

и в присутствии этого кислорода часть хрома может «выгорать». Поэтому нижняя оценка 

концентрации хрома в сплаве Cr9 равняется 8,4 ат. % Cr. Верхняя оценка предела раствори-

мости согласно данным [1, 2] составляет 9,2 ат. % Cr. Соответственно, доверительный интер-

вал для предела растворимости при температурах чуть выше 270 К равен 8,8±0,4 ат. % Cr.  

5. Выводы  

Проанализированы данные по возврату ОЭС в сплавах Cr4, Cr6, Cr9 и Cr11 после низ-

котемпературного облучения 5 МэВ электронами с точки зрения наблюдения процессов БУ, 

ускоренных дальней миграцией радиационных дефектов.  

1. Показано, что прямое наблюдение расхождения кривых возврата ОЭС для образцов 

с разной начальной концентрацией дефектов, указывающее на процессы БУ, возможно не во 

всех сплавах. Расхождение наблюдается в Cr6 и Cr11, начиная с 225 К и 195 К, соответствен-

но, и указывает на БП в Cr6 и БР в Cr11. Отсюда следует, что переход по типу БУ от БП к БР 

наличествует в интервале концентраций от 6 до 11 ат. % Cr вплоть до температур ~225 К.  

2. Показано, что для идентификации процесса БУ и определения его типа в сплавах Cr4  

и Cr9 можно использовать расхождение «неполных» кривых возврата ОЭС. Расхождение «непол-

ных» кривых возврата ОЭС, обусловленное БУ, удается наблюдать в Cr4 и Cr9 начиная с 330 К  

и 270 К, соответственно, и порядок расхождения указывает на БП в обоих сплавах.  
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3. Идентификация БП в сплаве Сr9 при температурах выше 270 К позволяет опреде-

лить доверительный интервал для значений предела растворимости хрома в -железе для 

температур чуть выше 270 К, равный 8,8±0,4 ат. % Cr.  
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This study presents the results of experimental work on the production and examination  

of samples of laminated polymetallic products made by wire-feed electron-beam additive technolo-

gy using the technique of controlled filament feeding into the melt bath. The structure of the prod-

ucts based on M1 copper and AMg5 aluminum alloy combines metallic and intermetallic layers 

with the presence of a gradient transition between the phases. Inside the layers with a transition 

structure the distribution of intermetallic phases can be of different types. The microhardness values 

of the different structural constituents of the samples differ by more than a factor of 16. The me-

chanical properties of the material of the transition layers are characterized by low strength and low 

plasticity. In the structure of the intermetallic layers and at the boundary between them the for-

mation of defects in the form of cracks and delaminations is observed. 

Keywords: electron-beam additive technology, intermetallic composites, polymetals, gradient 

structures. 
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В работе приведены результаты экспериментальной работы по получению и иссле-

дованию образцов полиметаллических слоистых изделий, полученных методом прово-

лочной аддитивной электронно-лучевой технологии с использованием методики управля-

емой подачи филамента в ванну расплава. Полученные изделия на основе меди марки М1 

и алюминиевого сплава АМг5 сочетают в структуре металлические и интерметаллидные 

слои с наличием градиентного перехода между ними. Внутри слоев с переходной струк-

турой распределение интерметаллидных фаз может быть различного типа. Микротвер-

дость различных структурных составляющих образцов различаются на величину,  

более чем в 16 раз. Механические свойства материала переходных слоев характеризуются 

невысокими значениями прочности и низкой пластичностью. В структуре интерметал-

лидных слоев и на границе между ними наблюдается формирование дефектов в виде тре-

щин и расслоений. 

Ключевые слова: электронно-лучевая аддитивная технология, интерметаллидные компози-

ционные материалы, полиметаллы, градиентные структуры. 

1. Введение 

В настоящее время развитие технологий аддитивного производства позволяет суще-

ственно расширить номенклатуру выпускаемых изделий промышленного назначения с сов-

мещением в одном изделии свойств двух и более различных разнородных материалов [1–4]. 

mailto:eak@ispms.ru
mailto:tch7av@gmail.com
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Одними из наиболее разработанных методик аддитивного производства изделий со слож-

ной управляемой структурой являются селективное лазерное или электронно-лучевое 

сплавление (SLM, EBM) [5, 6], а также технологии направленного осаждения порошково-

го материала в струе газа (DED) [7]. Из технологий высокопроизводительного аддитивно-

го производства наиболее широко представлена технология проволочного электронно-

лучевого производства (WAAM) [8]. Меньшее количество публикаций по данной теме 

можно выделить по электронно-лучевой аддитивной технологии (EBAM, EBF3) [4, 9]. 

При этом с точки зрения получения изделий с управляемой градиентной структурой по-

верхностного слоя данная технология имеет ряд преимуществ, заключающихся в возмож-

ности обеспечения плавного градиента от одного материала – к другому [10]. С помощью 

технологии электронно-лучевого производства возможно получение на поверхности пе-

чатаемого изделия твердых и прочных интерметаллидно-упрочненных поверхностных 

слоев с сохранением прочного и пластичного объема основного металла. Такие изделия 

могут иметь существенное значение для изготовления деталей трибологического назна-

чения. При этом для получения деталей данным методом особое значение имеет методика 

подвода материала в ванну расплава, что требует проведения всесторонних исследований 

структуры и свойств материалов, полученных методом электронно-лучевого производства. 

Цель работы – исследование закономерностей организации структуры и свойств материа-

ла изделий на основе меди и алюминиевого сплава, полученных методом электронно-

лучевой технологии. 

2. Материал и методика 

Работы выполнены на экспериментальном оборудовании для аддитивной элек-

тронно-лучевой проволочной печати в Институте физики прочности и материаловеде-

ния СО РАН. Печать производилась по схеме, представленной на рис. 1. Вначале нано-

сили на стальную подложку (сталь 12Х18Н9Т) чистую медь (марки М1) от одного ис-

точника проволоки (рис. 1 а). Количество слоев чистой меди состояло в пределах 10–15. 

Далее наносили слои градиентного слоя с постепенным увеличением содержания алю-

миния за счет печати одновременно двумя проволоками с постепенным увеличением 

подачи алюминиевого филамента (сплав АМг5) и снижением интенсивности подачи 

медной проволоки. Количество слоев градиентной зоны составляло от 15 до 20. В верх-

ней части зоны структурного градиента интенсивности подачи двух проволок подбира-

ли таким образом, чтобы материал состоял преимущественно из интерметаллидов. По-

сле получения экспериментальных образцов производилась вырезка металлографиче-

ских шлифов и лопаток для механических испытаний на электроэрозионном станке 

DK7750. Определение механических свойств материала различных структурных зон об-

разца проводили с использованием универсальной испытательной машины УТС 110М. 

Измерение микротвердости материала образцов выполнено на твердомере Duramin 5. 

Исследование структуры образцов после механической полировки и последующего 

травления образцов проводили на микроскопе Altami MET 1C и Olympus LEXT 4100. 

Рентгенофазовый анализ различных областей зоны структурного градиента выполнялся 

на рентгеновском дифрактометре ДРОН-7.  
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а б 

Рис. 1. Схема процесса аддитивного электронно-лучевого проволочного получения образцов 

на основе меди и алюминиевого сплава АМг5: а – схема процесса нанесения первых слоев 

чистой меди; б – схема процесса нанесения градиентного интерметаллидного слоя  

на основе алюминиевого сплава и меди  

3. Результаты и обсуждение 

Внешний вид типичного образца с градиентной структурой, полученных методом  

аддитивной электронно-лучевой проволочной технологии, представлен на рис. 2. На поверх-

ности образцов формируются дефекты как поверхностного типа, так и распространяющиеся 

вглубь образца трещины или расслоения. При этом крупных дефектов обоих типов не обра-

зуется. Макроструктура образца в поперечном сечении представлена на рис. 3.  

 

 

Рис. 2. Внешний вид образца после 3D-печати: а – вид сверху;  

б – вид справа; в – вид спереди 
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Рис. 3. Структура полученного образца в поперечном сечении 

 

а б в 

 

г д е 

Рис. 4. Структура образца в поперечном сечении при большем увеличении. Зона переходной 

структуры от механической смеси меди и стали (а, б); зона с преимущественно  

интерметаллидной структурой (в); зона твердых растворов алюминия в меди (г) и зона  

смешанного строения на основе твердых растворов и интерметаллидных фаз (д, е) 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 6, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

25 

 

 

Production of gradient intermetallic layers based on aluminum alloy and copper by electron-beam additive technology /  

A. V. Chumaevsky, A. O. Panfilov, E. O. Knyazhev, A. P. Zykova, A. V. Gusarova, K. N. Kalashnikov, A. V. Vorontsov,  

N. L. Savchenko, S. Yu. Nikonov, A. M. Cheremnov, V. E. Rubtsov, and E. A. Kolubaev // Diagnostics, Resource and Mechan-

ics of materials and structures. – 2021. – Iss. 6. – P. 19–31. – DOI: 10.17804/2410-9908.2021.6.019-031. 

 

Образец разделяется на несколько зон: зона стальной подложки (1), зона со структурой 

в виде механической смеси меди и стали (2), зона с преимущественной структурой в виде 

твердых растворов меди и алюминия (3), зона со смешанным строением на основе твердых 

растворов и интерметаллидных фаз (4) и зона с интерметаллидной структурой (5). На пред-

ставленном изображении четко выделяется локализация образования крупных дефектов в виде 

трещин или расслоений, обусловленная отсутствием в правой части образца плавного перехо-

да от твердого раствора на основе меди к интерметаллидным слоям. По причине существен-

ных отличий в механических свойствах и значениях коэффициента термического расширения 

при остывании в данных областях происходит формирование дефектов. Макроструктура сло-

ев, нанесенных на поверхность, имеет волнистое строение, обусловленное нанесением на под-

ложку изначальных первых слоев. В областях с волнистой структурой внизу образца сталь  

от подложки может подниматься до первых слоев с твердорастворным типом фаз.  

 

 

Рис. 5. Рентгенофазовый анализ основных структурных зон образцов, полученных  

в соответствии с изображением на рис. 3: 1 – подложка; 2 – переходная зона от подложки  

к медным слоям; 3 – зона преимущественного формирования твердых растворов на основе 

меди и алюминия; 4, 5 – зоны градиентных интерметаллидных слоев 

При большем увеличении рассматриваемые структуры характеризуются сложным и 

неоднородным строением различных участков (рис. 4). В переходной зоне от области влия-

ния подложки со смешанной структурой меди и стали – к зоне слоев твердых растворов меди 

и алюминия происходит образование переходных слоев с мелкодисперсной структурой  

с дальнейшим образованием столбчатых зерен (рис. 4 а, б). Размер частиц интерметаллидов  

в областях смешанного строения может варьироваться от 1–2 мкм до крупных прослоек 

толщиной более 50–100 мкм (рис. 4 в). Внутри слоев с преимущественно твердорастворной 

структурой зерен в основном столбчатого типа (рис. 4 г), вытянутых в направлении отвода 

тепла при печати. При переходе к областям с интерметаллидным строением оптимальным 

является плавное повышение содержания мелких частиц интерметаллидов в матрице (рис. 4 д). 
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При таком соотношении компонентов не происходит образования трещин или расслоений  

в структуре образцов. Частицы интерметаллидов могут иметь форму как равноосных зерен 

(рис. 4 е), так и дендритную форму (рис. 4 в). 

Результаты рентгенофазового анализа материала обозначенных выше структурных 

зон представлены на рис. 5. В зоне оплавленной подложки из аустенитной стали наблюдает-

ся структура на основе гамма-железа с остаточным дельта или альфа-ферритом (1). Выше 

структура представлена смесью альфа- и гамма-железа с чистой медью (2). В центральной 

зоне наблюдается образование твердых растворов меди и алюминия с образованием интер-

металлидов Cu9Al4 (3). Выше располагаются слои с высоким содержанием интерметаллид-

ных фаз различного состава (4, 5). 

 

 

а б 

 

в 

Рис. 6. Макроструктура образца в продольном (а, б) и горизонтальном (в) сечении  

В продольном и горизонтальном сечениях структура образцов имеет существенные 

отличия от описанного ранее случая, основанные на процессе укладки слоев на поверхности 

(рис. 6). В продольном направлении структура образца неоднородна и значительно изменя-

ется в различных участках (рис. 6 а, б). При этом изменения в основном касаются размера  
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и конфигурации слоев, а порядок их расположения остается неизменным в соответствии  

с заранее установленной структурой образца при печати.  

Зона оплавленной подложки (1) (рис. 6 а, б) расположена в нижней части образца  

и различается по толщине в виду зависимости от особенностей введения электронного пучка 

в материал, обуславловающих большую глубину оплавленного слоя в центре пучка. Зона 

смешанного состава из стали и меди образуется при нанесении первых слоев меди на оплав-

ленную стальную подложку (2). Выше расположены слои нанесенной меди, в большом ко-

личестве содержащие дефекты в виде пор (3). При нанесении первых слоев смешанного со-

става на основе меди и алюминиевого сплава (4) в ряде участков образца формировались де-

фекты различного типа, но в основном граница между слоями является плавной. Далее рас-

полагаются слои со смешанной структурой с формирующимися интерметаллидными фазами 

и твердыми растворами (5), на границе между которыми и слоями с твердорастворным ти-

пом структуры возможно формирование трещин или расслоений (7). В верхней части образ-

ца формируются слои с интерметаллидным строением (6), содержащие в различных участках 

дефекты в виде пор или несплошностей (8). 

 

 

а б в 

 

г д е 

Рис. 7. Структура образца в продольном сечении при большем увеличении:  

переходная зона от подложки – к нанесенным слоям чистой меди (а, б);  

зона твердых растворов и интерметаллидных частиц (в, г);  

области с интерметаллидной структурой (д, е) 

При большем увеличении в образцах в приграничной зоне можно выделить наличие 

трещин в стальной подложке, заполненных медью и формирование сетчатых образований из 

меди в стальной матрице (рис. 7 а, б). В областях смешанного строения могут образовывать-

ся сетчатые образования из интерметаллидных прослоек и частиц (рис. 7 в, г). В интерметал-
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лидных слоях также можно выделить как образование мелкодисперсных частиц второй  

фазы, распределенной в основе, так и протяженных прослоек (рис. 7 д, е). 

В горизонтальной плоскости структура в образцах также является достаточно неодно-

родной (рис. 6, в). Несмотря на то, что в данном случае структура металла рассматривается 

внутри одного слоя, можно выделить существенную неоднородность строения с наличием 

зон со структурой чистой меди, твердорастворной, интерметаллидной и смешанной структу-

рой. При большем увеличении можно выделить неоднородность строения переходных зон от 

чистой меди – к зоне твердых растворов (рис. 8 а, б). В данном случае характерным является 

получение плавного перехода от меди – к однофазной зоне твердых растворов, а затем –  

к протяженной граничной двухфазной области. Между интерметаллидными зонами и твер-

дорастворными могут формироваться как резкие границы (рис. 8 в), так и протяженные пе-

реходные зоны (рис. 8 г). Строение зон смешанного состава представлено в основном смесью 

частиц интерметаллидных фаз различного состава и их агломераций внутри металлической 

матрицы, группирующихся в своеобразные ячейки (рис. 8 д, е). Это указывает прежде всего 

на дендритный характер роста этих фаз в процессе кристаллизации с расположением осей 

дендритов перпендикулярно плоскости снимка, что в достаточной степени согласуется  

с представлениями о процессе плавления и кристаллизации материала при электронно-

лучевой проволочной 3D-печати. 

 

 

а б в 

 

г д е 

Рис. 8. Структура образца в горизонтальной плоскости при большем увеличении:  

зона смешанного строения (а, б); зона крупных частиц интерметаллидных фаз и твердых  

растворов (в, г); зона с мелкодисперсным распределением интерметаллидов 

в твердом растворе алюминия в меди (д, е) 
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Полученные образцы помимо существенной неоднородности структуры обладают так-

же и неоднородностями механических свойств. Изменение микротвердости образцов в верти-

кальном направлении (рис. 9 a) характеризуется повышенными значениями твердости образ-

цов в области вблизи подложки, снижением твердости в зоне медных слоев и резким ростом 

при переходе к интерметаллидным слоям. В поперечном направлении (рис. 9 б) в слое со сме-

шанным строением можно выделить существенные различия в значениях микротвердости 

вдоль линии A, изображенной на рис. 6 в. В то время как максимальные значения микротвер-

дости находятся на уровне 8 ГПа, минимальные могут составлять менее 0,5 ГПа. Минималь-

ные значения микротвердости на графике соответствуют областям со структурой практически 

чистой меди, максимальные значения – областям с интерметаллидной структурой. Средние 

значения характерны для зон смешанного строения с содержанием интерметаллидных частиц 

в металлической матрице и обусловлены тем, что индентор может захватывать как матрицу, 

так и частицы интерметаллидов. В продольном направлении изменение микротвердости внут-

ри интерметаллидных слоев в верхней части образца также представляется достаточно неод-

нородным, хотя и наблюдается группировка значений вокруг среднего (рис. 9 в). 

 

 

а б 

 

в 

Рис. 9. Изменение микротвердости в образце: в продольном (a); вертикальном (б)  

и поперечном (в) направлениях  

Значения прочностных свойств образцов также характеризуются существенным разбро-

сом значений параметра временного сопротивления от прочности чистой меди 145–200 МПа  

до прочности механической смеси меди и стали близи подложки 340–350 МПа. Пластич-
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ность таких образцов находится в пределах 25–30 %. Предел текучести медных слоев со-

ставляет 100–110 МПа, областей смешанного строения из меди и стали 190–210 МПа.  

Прочностные свойства зон интерметаллидного строения из-за образования дефектов в 

виде трещин или расслоений достаточно невелики. Временное сопротивление различных 

участков данных слоев находится в пределах от 100 до 170 МПа, при этом пластичность ма-

териала даже в областях со смешанной композитной структурой может быть 4–5 % и ниже,  

а в областях с интерметаллидным строением разрушение происходит практически без пла-

стической деформации. Предел текучести данных участков составляет от 60 до 170 МПа. 

4. Заключение 

Проведенные исследования показывают, что в процессе проволочной электронно-

лучевой аддитивной 3D-печати происходит образование сложноорганизованной слоистой 

структуры с заданным структурно-фазовым состоянием отдельных слоев. Полученный мате-

риал имеет структуру, изменяющуюся от механической смеси частиц стали и медной матри-

цы вблизи подложки, твердых растворов меди и алюминия в центральных объемах к интер-

металлидным структурам в поверхностном слое. С использованием электронно-лучевой тех-

нологии получены образцы на основе меди и алюминия с повышенной в 16 раз твердостью 

поверхностных слоев. Несмотря на повышенные показатели по твердости материала поверх-

ностных слоев ввиду образования ряда дефектов различного типа, механические свойства 

материала поверхностных слоев находятся на достаточно низком уровне, хотя и могут быть 

приемлемыми при эксплуатации. Основные причины образования дефектов заключаются в 

нестабильности процесса печати и формировании резких границ между интерметаллидными 

крупными частицами, прослойками или слоями. Образование трещин в данном случае ожи-

даемо по причине существенных различий в значениях коэффициента теплового расширения 

меди, твердых растворов на основе меди и алюминия и интерметаллидных фаз различного 

состава (AlCu3, Al2Cu3, AlCu, Cu9Al4 и др.). Дополнительно образование трещин и отслоений 

обусловлено низкими значениями пластичности интерметаллидных фаз. В работе установле-

но также, что при образовании протяженных градиентных переходных зон от меди – к интер-

металлидным слоям трещин и отслоений не формируется, что свидетельствует о необходи-

мости управления процессом печати таким образом, чтобы избегать резких границ между 

соседними разнородными областями. По этой причине в дальнейшем планируется увеличе-

ние стабильности подвода материала в зону печати и увеличение плавности градиента  

от слоев с твердорастворным типом фаз к слоям с интерметаллидной структурой.  
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Nondestructive testing methods utilize various sensors, and different signal types require 

different processing methods. Digital implementation of signal processing methods can expand the 

variety of methods implemented by one system. An eddy-current test system based on the E14-440 

module has been developed. Quadrature amplitude demodulation and fast Fourier transformation 

are implemented to analyze the signal. The amplitude, phase, and complex parts of the signal are 

calculated. It is shown that both methods are applicable and allow elimination of some analog cir-

cuits. However, digital signal processing significantly depends on conversion rates and synchroni-

zation between generation and pickup of the signal. 

Keywords: Eddy-current, digital signal processing, amplitude, phase. 

Introduction 

Multipurpose hardware-software systems for nondestructive testing and evaluation have 

great potential [1]. Each nondestructive method employs a great number of different sensors that 

require corresponding signal processing circuits. Such circuits can represent amplification, signal 

processing, filtration, etc. However, some signal processing methods can be implemented digitally. 

These methods are Fourier transformation, signal modulation, filtration, and others. In this way, one 

device with unified hardware and different software is able to implement a wide range of nonde-

structive testing methods. Yet, such devices require further investigation.  

Methods and materials 

One of the key signal processing methods in eddy-current testing is quadrature amplitude 

modulation [2], which allows the evaluation of the amplitude and phase of the signal. A typical cir-

cuit is shown in Fig. 1. Such circuits usually process sinusoidal waves with a single frequency. This 

scheme provides only four signal characteristics: amplitude, phase, as well as real and imaginary 

parts of the signal. Moreover, it is complicated to analyze the initial signal from the coil after de-

modulation and filtration. Thus, pulsed eddy-current techniques often employ signals collected in 

the air or on the surface of a non-defective specimen as the reference signal [3]. 

To perform tests, an E14-440 high-speed external input/output module with a USB interface 

was used. The most significant components are an analog-to-digital converter (ADC), a digital- 
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to-analog converter, a programmable amplifier, and a USB interface. The main characteristics of the 

module are described in Table 1. 

Measurements were carried out under the following settings: 

● ADC rate was set to a maximum of 400 kHz to expand the range of signal frequencies; 

● DAC rate was set to 100 kHz. Thus there are four ADC counts per DAC count; 

● The refresh rate of most devices ranged between 60 and 120 Hz. Thus the sampling rate 

should correspond to these values. The buffer size must be a power of 2. For the ADC buffer size  

of 4096 samples, the data refresh rate was 96.75 Hz. DAC buffer size was smaller by a factor of 4, 

respectively. 

The aforementioned settings allow analyzing signals in frequencies between 97.67 Hz  

and 12.5 kHz. The frequency range is mostly limited by the DAC rate and the DAC buffer size.  

 

 

Fig. 1. Block diagram of an analog eddy-current system [2] 

 

Fig. 2. Block diagram of the test eddy-current system. PC – personal computer,  

PA – power amplifier, ECT – eddy-current transducer 
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An encircling coil probe was used for testing. The driving coil has 700 turns of 0.25 mm 

wire and the pickup coil has 1000 turns of 0.10 wire. The inner diameter of the coils is 11 mm, the 

length is 80 mm. A standard amplifier scheme based on TDA2006 is used to provide current to the 

driving coil. The pickup coil is directly connected to the analog input of the module as far as it has 

an internal voltage amplifier. The voltage of the pickup coil is widely used as a signal for various 

applications [4–6]. The block diagram of the test eddy-current system is shown in Fig. 2. 

Table 1. Specifications of the E24-440 module 

Parameter Typical Value Units 

Number of channels (ADC+DAC) 16+2 – 

ADC resolution 14 bit 

Input ranges ±10 V;  ±2.5 V;  ±0.625 V;  ±0.156 V 

Maximum ADC rate 400 kHz 

DAC resolution 12 bit 

Output range ±5 V 

Maximum DAC rate 125 kHz 

 

 

Fig. 3. The graphical user interface of the developed software  

Corresponding software was developed to analyze the signal. Quadrature amplitude demod-

ulation (QAD) and fast Fourier transformation (FFT) [7] algorithms were used. The software user 

interface is represented in Fig. 3. At the upper left part of the interface, the signal is displayed in 

polar coordinates. At the lower left part of the interface, a signal is displayed in amplitude and time 

coordinates. The right part of the interface displays amplitude and frequency calculated with QAD 

and FFT, real and imaginary parts calculated with QAD. 

Table 2. Specimen properties 

Number Material Diameter, mm 
Resistivity,  
10

–8
 Ω·m 

Conductivity, 
MS/m 

1 Brass 10.02 6.49 15.42 

2 Aluminum 9.57 5.67 17.63 

3 Aluminum 9.87 5.76 17.36 

4 Steel 10.05 11.47 8.72 

5 Steel 9.97 14.20 7.04 
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Five cylindrical specimens of different materials were used. Electrical conductivity was 

measured with the four-point method. The properties of the specimens are presented in Table 2.  

The electrical conductivity of the aluminum specimens is lower than expected. 

Results 

The absolute values of amplitude, phase, and real and imaginary parts of the signal with dif-

ferent specimens have been measured for different signal frequencies. The E14-440 module has a 

random delay between the start of the ADC and the DAC. Therefore, the starting values of the 

phase, real and imaginary parts of the signal are also random. While the ADC and DAC are started, 

one can measure the change between values with and without specimens. Both the starting value 

and the value change should be stable. Random delay leads to random relative change in real and 

imaginary parts for every start of the system. Thus the absolute amplitude value, the absolute ampli-

tude change, and the absolute phase change can be used as meaningful parameters of eddy-current 

testing for the present system. 

The amplitude values calculated with QAD and FFT are equal. The phase values calculated 

with these methods differ by 90°. On the one hand, QAD allows calculating complex parts of the 

signal. On the other hand, FFT provides the signal specter. In this way, both methods are valuable, 

and they should be implemented jointly. 

The absolute amplitude changes and the absolute phase changes calculated with QAD  

for the range of signal frequencies for different specimens are shown in Fig. 4.  

 

 

a b 

Fig. 4. Absolute amplitude change (a) and absolute phase change (b) for the specimens  

in the frequency range from 97.67 Hz to 12.5 kHz 

The observed changes differ for ferromagnetic (4, 5) and non-ferromagnetic (1–3) speci-

mens in the amplitude value, the phase value, the amplitude sign, the phase sign, and peak frequen-

cies. The ferromagnetic specimens show significant amplitude and phase change at low frequencies. 

The most suitable frequency to distinguish ferromagnetic objects is 97.67 Hz. Non-ferromagnetic 

specimens show less significant change in parameters with higher peak frequency. It is also difficult 

to distinguish non-ferromagnetic objects by amplitude or phase. A more significant difference 

among the specimens might be expected at even higher frequencies of excitation signal, which is 

above maximum of the developed system. Therefore, normalized or complex parameters should  

be used. 
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Discussion and conclusion 

The test system based on an E14-440 module has been developed. Quadrature amplitude 

demodulation and fast Fourier transformation have been employed in digital signal processing at 

frequencies of 97.67 Hz to 12.5 kHz. Specimens made of aluminum, brass, and steel have been test-

ed. The developed system provides observation of significant amplitude and phase changes of the 

signal for various materials, which can be used for material characterization. 

The implemented digital methods of signal processing are believed to eliminate the need  

for analog demodulators and low pass filters. They expand the range of analyzed signals. However, 

the methods significantly depend on DAC and ADC rates and processing capabilities of processors 

and microcontrollers used. 
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The paper solves the problem of determining the pressure field in a liquid during experi-

mental testing of the motion of objects under water. A calculation method is given for determin-

ing the pressure field on the walls of a cylindrical container during the intensive development of 

a spherical gas cavity in a liquid. The presence of solid container walls is taken into account by 

placing fictitious sources on them with an intensity that ensures the fulfillment of the non-

leakage condition. The law of development of a gas bubble, similar to the Rayleigh equation, is 

derived; the mass of gas in the bubble is determined in accordance with the Saint-Venant equa-

tion. The pressure at the container point of interest to the researcher is calculated with the use of 

the Cauchy-Lagrange integral. The constructed method makes it possible to estimate the loads on 

the experimental stand in the event of an emergency situation. 

Keywords: hydrodynamic experiment, pressure field in a liquid. 
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Статья посвящена решению задачи определения поля давлений в жидкости при экспе-

риментальной отработке движения объектов под водой. Приводится методика расчетов  

по определению поля давлений на стенки цилиндрической емкости при интенсивном разви-

тии в жидкости сферической газовой полости. Наличие твердых стенок емкости учитывается 

путем размещения на них фиктивных источников с интенсивностью, обеспечивающей вы-

полнение условия непротекания. Выведен закон развития газового пузыря, аналогичный 

уравнению Рэлея, масса газа в пузыре определена в соответствии с уравнением Сен–Венана. 

Давление в интересующей исследователя точке емкости находится с использованием инте-

грала Коши–Лагранжа. Построенная методика дает возможность оценить нагрузки на экспе-

риментальный стенд в случае возникновения нештатной ситуации. 

Ключевые слова: гидродинамический эксперимент, поле давлений в жидкости. 

1. Введение 

При исследовании вопросов движения подводных аппаратов на экспериментальных 

установках всегда существует риск возникновения нештатных ситуаций, связанных с отка-

зом материальной части. Одним из возможных случаев является разрушение энергоузла, 

приводящего в движение модель подводного аппарата, в результате чего за короткий отрезок 

времени в ограниченную область внутри жидкости высвобождается достаточно большая 

масса газа, что приводит к значительному повышению давления внутри экспериментальной 

установки.  

Поиск точного решения большинства практических задач гидродинамики, описы-

ваемых системами нелинейных дифференциальных уравнений (как правило, в форме за-

дачи Коши или уравнений Навье–Стокса), сопряжен с большими трудностями, поэтому 

специалисты часто обращаются к численным методам решения. При этом для практика-

экспериментатора, сталкивающегося с необходимостью в сжатые сроки спланировать  

и провести серию экспериментов, актуальна задача описания исследуемого процесса ин-

женерной математической моделью, допускающей меньшую точность решения по срав-

нению с решением, полученным с помощью более точных сеточных методов, но позво-

ляющей предсказать характер исследуемого процесса, диапазоны и периоды нарастания 

измеряемых величин, а также за короткое время без применения кластерных технологий 

просчитать несколько вариантов с различными условиями эксперимента. В рассматрива-

емом случае исследователю желательно владеть методикой оценки возникающих давле-
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ний, чтобы обоснованно выбрать параметры заряда энергоузла, не приводящие к разру-

шению модельной установки, а также обоснованно выбрать запас прочности при проек-

тировании новых экспериментальных стендов. 

Инженерная модель развития газовой каверны, формируемой при выходе объекта из 

расположенной под водой стартовой установки, построена в монографии [5], а в работе [6] 

рассматривается алгоритм решения задачи методом конечных элементов и приводятся ре-

зультаты расчета. Построению и практической реализации методов решения задач механики 

сплошных сред, описывающих высокоинтенсивные процессы, сопровождающиеся значи-

тельным изменением одной из величин за малые промежутки времени, посвящены исследо-

вания [7, 8]. Полученные результаты дают возможность существенно повысить точность ре-

шения и сократить необходимое для расчета время. Вопросам взаимодействия подводных и 

летательных аппаратов с многофазными потоками и возникающим при этом нагрузкам на 

конструкцию посвящены исследования [9, 10], при этом задача решается методами числен-

ного имитационного моделирования на вычислительном кластере. 

В настоящей работе предложена инженерная математическая модель расчета силового 

нагружения вертикально расположенной цилиндрической емкости (радиус емкости R, запол-

ненной водой на высоту L) в случае интенсивного развития в ней единичной газовой полости, 

пригодная для проведения в короткий срок серии расчетов на обычном персональном ком-

пьютере. 

2. Постановка задачи и методы решения 

Будем решать задачу при следующих допущениях: 

– жидкость невязкая и несжимаемая, ее движение потенциальное. В начальный мо-

мент времени жидкость находится в состоянии покоя; 

– газовая полость развивается, сохраняя сферическую форму, и движется строго вверх 

с известной скоростью U ; 

– изменением уровня жидкости в экспериментальной установке пренебрегаем. 

Газовую полость будем рассматривать как особенность – источник. Обильность та-

кого источника Q
 
определяется объемом жидкости, переносимым через контрольную по-

верхность (пусть это сфера известного радиуса) в единицу времени. В силу сделанного 

предположения о невязкой и несжимаемой жидкости 
dt

dV
Q =  и для потенциала источника 

также имеем: 
dt

dV

4

1
= . Здесь  – расстояние от центра особенности до точки, значение 

потенциала в которой нас интересует, V – объем полости [2]. 

Условие непротекания на границе области 0=




n
 удовлетворим следующим образом: 

– изменение радиуса газовой сферы ( a  – радиус газовой полости; a – скорость его 

изменения) учтем, разместив на каждом участке цилиндрической поверхности площадью 

dS (нижнее основание и боковые стенки) фиктивный элементарный источник с обильно-

стью [4]: 
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– движение сферы вверх со скоростью U  учтем, разместив симметрично плоскости 

нижнего основания цилиндрической области фиктивную сферу, движущуюся со скоро-

стью U в противоположном направлении (рис. 1).  

Тогда итоговый потенциал течения в рассматриваемой области, учитывающий влия-

ние источника – газовой полости, фиктивных источников на стенках экспериментальной 

установки и дополнительной фиктивной сферы, запишется как [2, 4]: 
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Рис. 1. Реальная и фиктивная  

сферы 

Рис. 2. Экспериментальная установка  

в разделе 

Перейдем к цилиндрической системе координат, начало которой расположим в цен-

тре нижнего основания цилиндрической области, в которой ищем решение задачи, ось z 

направим вверх по оси цилиндра (рис. 2). 

Обозначим: ( )CCC zrC ,,
 

– координаты центра газовой полости; ( )AAA zrA ,,  –  

координаты точки, значение давления в которой нас интересует. Тогда:  

( ) ( )222

1 cos2 CCCC zzrrrr −+−−+= 
 
– расстояние от центра газовой полости 

до точки с координатами ( )zr ,, , расположенной на границе области; 
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( ) ( )222

2 cos2 AAAA zzrrrr −+−−+=   – расстояние от точки с координатами 

( )zr ,, , расположенной на границе области, до точки, значение потенциала (и давления)  

в которой нас интересует; 

( ) ( )222

3 cos2 CACACACA zzrrrr −+−−+=   – расстояние от центра сферической 

полости до точки ( )AAA zrA ,, ; 

( ) ( ) ( ) ( )222222

4 cos2cos2 CACACACADADADADA zzrrrrzzrrrr ++−−+=−+−−+=   –  

расстояние от центра фиктивной сферической полости до точки ( )AAA zrA ,, . 

Тогда давление в произвольной точке области ( )AAA zrA ,,  может быть найдено из 

интеграла Коши–Лагранжа [3]: 
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(1) 

где стP  – гидростатическое давление на глубине расположения газовой полости;   – плот-

ность жидкости. 

Рассмотрим случай, когда расположенный на оси z центр газовой полости (имеет  

координаты ( )CzC ,0,0 ) (рис. 2). В этом случае формулы упрощаются. Проводя дифференци-

рование, получаем: 
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Данные об изменении ( )ta , ( )ta , ( )ta , необходимые для проведения расчета по фор-

муле (1), при известном законе изменения давления в газовой полости ( )tP
д

 могут быть по-

лучены при решении уравнения Релея[1], описывающего процесс развития одиночной сфе-

рической полости в объеме невязкой, несжимаемой и лишенной капиллярных свойств жид-

кости: 

( )
( )tF

tP
aaa д ,0,0,0

2

3 22 −=+


 .

 

В правой части уравнения Релея учитывается действие источников, расположенных 

на боковой поверхности цилиндрической емкости. В рассматриваемом случае уравнение 

перепишем как 
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Рис. 3. Расход газа, поступающего в полость 

Давление в газовой полости ( )tPд  определим из уравнения состояния идеального  

газа: ( )
34

3

a

TmR
tP г

д


= , где гR  – газовая постоянная; T – температура газа в полости; 

+=

t

Gdtmtm
0

0)( – масса газа в полости; G – расход поступающего в полость газа. 

 

 

Рис. 4. Давление на стенки установки в ближайшей к газовой сфере точке 
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3. Результаты 

Расчет проведем для цилиндрической емкости радиусом 1,2 м (принятым за харак-

терный линейный размер), заполненной водой на 4 м. На рис. 3 приведены графики расхо-

дов газа для трех расчетных случаев. Графики давления в ближайшей к источнику точке, 

расположенной на стенке экспериментальной установки, представлены на рис. 4. 

4. Заключение 

Приведенная методика расчета дает возможность определить поле давлений при ин-

тенсивном развитии находящейся под водой газовой полости и нагрузки на эксперименталь-

ную установку. 
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Представлено теоретическое и экспериментальное подтверждение методики позволя-

ющей определять поверхность расположения дефекта и его геометрические параметры по 

результатам измерений величин компонент магнитного поля над одной из поверхностей 

магнитомягкой ферромагнитной пластины. Методика учитывает нелинейность отклика фер-

ромагнетика на внешнее магнитостатическое поле.  

Ключевые слова: магнитомягкий ферромагнетик, поверхностный дефект потери сплошно-

сти металла, полюсное и тангенциальное намагничивание, метод MFL, скалярный потенциал 

магнитостатического поля, эквипотенциальная поверхность, силовая магнитная линия,  

обратная геометрическая задача магнитостатики, дефектометрия. 

1. Введение 

Настоящая работа посвящена определению геометрических параметров поверхност-

ных дефектов потери сплошности металла (магнитомягкого ферромагнетика) методом MFL в 

тангенциальном намагничивающем поле, а также в нормальном к поверхности пластины 

магнитном поле. В работе не рассматриваются трещины и трещиноподобные дефекты (опре-

деления дефектов можно найти в [1]). 

Стали, представляющие собой магнитомягкие ферромагнетики, используются во мно-

гих отраслях промышленности и на транспорте. В частности, трубы магистральных трубо-

проводов, бурильные и насосно-компрессорные трубы изготавливают из магнитомягких 

ферромагнетиков. 

Широкое распространение метода MFL (стандартно используется тангенциальное 

намагничивание) для диагностики пластин из ферромагнитных материалов обусловлено сле-

дующими факторами: портативностью первичных преобразователей, отсутствием особых 

требований к подготовке поверхности металла, высокой скоростью сканирования, простотой 

автоматизации измерений [2–4]. При этом во многих отраслях индустрии и на транспорте 

типичной является ситуация, когда магнитное поле удается измерить лишь на одной из по-

верхностей прямой или изогнутой металлической пластины. В этой ситуации при помощи 

только метода MFL невозможно указать, на какой поверхности расположен дефект. Вместе с 

https://checklink.mail.ru/proxy?es=KAH6w73CLFGvMyKT018n6hFZIqHfBLmk0luZnghf7eA%3D&egid=gUxh6gJS8fK2aGHQ4Uxsr3Cv3LbZFbJj4EUd%2BgKy2UY%3D&url=https%3A%2F%2Fclick.mail.ru%2Fredir%3Fu%3Dhttps%253A%252F%252Forcid.org%252F0000-0002-4448-9835%26c%3Dswm%26r%3Dhttp%26o%3Dmail%26v%3D3%26s%3Dfa928edf8416a195&uidl=16406883040529953941&from=&to=&email=anet-0101%40mail.ru
mailto:an@imp.uran.ru
https://checklink.mail.ru/proxy?es=KAH6w73CLFGvMyKT018n6hFZIqHfBLmk0luZnghf7eA%3D&egid=gUxh6gJS8fK2aGHQ4Uxsr3Cv3LbZFbJj4EUd%2BgKy2UY%3D&url=https%3A%2F%2Fclick.mail.ru%2Fredir%3Fu%3Dhttps%253A%252F%252Forcid.org%252F0000-0001-9342-8986%26c%3Dswm%26r%3Dhttp%26o%3Dmail%26v%3D3%26s%3Dcab598255b636353&uidl=16406883040529953941&from=&to=&email=anet-0101%40mail.ru
mailto:mikhaylov@imp.uran.ru
https://checklink.mail.ru/proxy?es=KAH6w73CLFGvMyKT018n6hFZIqHfBLmk0luZnghf7eA%3D&egid=gUxh6gJS8fK2aGHQ4Uxsr3Cv3LbZFbJj4EUd%2BgKy2UY%3D&url=https%3A%2F%2Fclick.mail.ru%2Fredir%3Fu%3Dhttps%253A%252F%252Forcid.org%252F0000-0003-3986-2479%26c%3Dswm%26r%3Dhttp%26o%3Dmail%26v%3D3%26s%3D658fd5fd311cb761&uidl=16406883040529953941&from=&to=&email=anet-0101%40mail.ru
mailto:go@imp.uran.ru
https://checklink.mail.ru/proxy?es=KAH6w73CLFGvMyKT018n6hFZIqHfBLmk0luZnghf7eA%3D&egid=gUxh6gJS8fK2aGHQ4Uxsr3Cv3LbZFbJj4EUd%2BgKy2UY%3D&url=https%3A%2F%2Fclick.mail.ru%2Fredir%3Fu%3Dhttps%253A%252F%252Forcid.org%252F0000-0002-0041-8760%26c%3Dswm%26r%3Dhttp%26o%3Dmail%26v%3D3%26s%3Dab88e08edd1fe84a&uidl=16406883040529953941&from=&to=&email=anet-0101%40mail.ru
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тем в настоящее время метод MFL является индикаторным методом и, если требуется более 

точное определение геометрических параметров дефектов, то как правило проводят допол-

нительную обработку полученных методом MFL магнитограмм; сигналы от дефектов  

на магнитограмме сравнивают с сигналами эталонных дефектов [5–6].  

 

 

Рис. 1. Распределение силовых линий статического магнитного поля вблизи дефекта типа 

«наплавка» при нормальном намагничивании. I – область воздуха между системой  

намагничивания и пластиной, в этой области расположены магнитные преобразователи;  

II – металлическая пластина; III – область воздуха за металлической пластиной. 

𝐻𝑛
⃗⃗⃗⃗  ⃗ – поле намагничивания 

Реализация методики, в которой определяются поверхность расположения дефекта и 

его геометрические параметры, позволит осуществлять дефектометрию поверхностных де-

фектов потери сплошности металла в автоматическом режиме, что станет базой для создания 

использующих MFL метод приборов нового поколения. 

В этих целях были проведены численное и экспериментальное исследования по воз-

можности определения геометрических параметров поверхностных дефектов MFL методом 

как при стандартном тангенциальном намагничивании пластины [7–9], так и при намагничи-

вании пластины нормальным к ее поверхности магнитным полем [10].  

 

 

Рис. 2. Распределение силовых линий статического магнитного поля вблизи дефекта потери 

металла при нормальном намагничивании: I – область воздуха между системой  

намагничивания и пластиной, в этой области расположены магнитные преобразователи;  

II – металлическая пластина; III – область воздуха за металлической пластиной; 

 𝐻𝑛
⃗⃗⃗⃗  ⃗ – поле намагничивания 
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На рис. 1–4 показаны результаты решения прямой задачи магнитостатики, получен-

ные в пакете FEMM [10]. На всех рисунках подразумевается, что магнитные преобразова-

тели находятся в области I, на расстоянии 2 мм от бездефектной поверхности ферромагне-

тика. Область металлической пластины (обозначена на рисунках римской цифрой II) со-

держит как дефекты потери металла, так и дефекты типа «наплавка». Из рисунков следует, 

что при нормальном намагничивании пластины магнитные преобразователи принимают 

сигналы только от дефектов, расположенных на ближайшей к преобразователям поверхно-

сти пластины (рис. 1–3). Сигналы от дефектов с противоположной поверхности экраниру-

ются магнитомягким материалом. При тангенциальном намагничивании пластины магнит-

ные преобразователи получают сигналы от дефектов, расположенных на обеих поверхно-

стях пластины (рис. 4). Это позволяет определить поверхность, на которой расположен тот 

или иной дефект.  

 

 

Рис. 3. Распределение силовых линий статического магнитного поля вблизи дефекта потери 

металла, расположенного на противоположной к магнитным преобразователям поверхности 

пластины, при нормальном намагничивании: I – область воздуха между системой  

намагничивания и пластиной, в этой области расположены магнитные преобразователи;  

II – металлическая пластина; III – область воздуха за металлической пластиной; 

 𝐻𝑛
⃗⃗⃗⃗  ⃗– поле намагничивания 

 

Рис. 4. Силовые линии и изолинии магнитного поля рассеяния дефектов при тангенциальном 

намагничивании: I – область воздуха между системой намагничивания и пластиной, в этой 

области расположены магнитные преобразователи; II – металлическая пластина;  

III – область воздуха за металлической пластиной; 𝐻𝑡
⃗⃗⃗⃗ – поле намагничивания 

 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 6, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

50 

 

 

Determination of the surface of defect location and restoration of its geometric parameters by the mfl method with one-sided 

access to the ferromagnetic plate / A. V. Nikitin, A. V. Mikhaylov, Yu. L. Gobov, and S. E. Popov // Diagnostics, Resource  

and Mechanics of materials and structures. – 2021. – Iss. 6. – P. 45-53. – DOI: 10.17804/2410-9908.2021.6.045-053. 

 

2. Определение геометрических параметров поверхностных дефектов методом MFL  

в тангенциальном стационарном намагничивающем поле 

В случае тангенциального намагничивания определим геометрические параметры  

дефектов, расположенных на противоположной от магнитных преобразователей поверхности 

пластины (рис. 4, дефект справа на нижней поверхности металла).  

Для приближенного решения обратной геометрической задачи магнитостатики вос-

пользуемся тем фактом, что выход магнитного потока из металла в магнитомягких ферромаг-

нетиках даже в области дефекта составляет всего лишь несколько процентов, которым можно 

пренебречь. Далее, восстановив поле в металле от верхней поверхности к нижней и даже ниже, 

считая, что ниже всюду находится металл, можно построить 2 силовые линии (в двухмерном 

случае): одну на уровне верхней бездефектной границы пластины, другую – на уровне нижней 

границы пластины, содержащей дефект начиная с бездефектной области. Выход магнитного 

потока между этими двумя линиями невозможен (силовые линии не пересекаются), кроме то-

го, форма силовой магнитной линии на нижней поверхности пластины соответствует измерен-

ному в области I магнитному полю рассеяния дефекта. Таким образом, можно с хорошей точ-

ностью определить глубину дефекта. Раскрытие дефекта удобней оценивать по топографии 

магнитного поля, например на границе металл–воздух со стороны металла. 

Для восстановления поля в металле используем следующую методику. По измерен-

ным компонентам поля в области I (вблизи границы металл–воздух со стороны воздуха),  

используя выражения сопряжения на границе двух сред, можно пересчитать компоненты 

напряженности магнитного поля и магнитной индукции на границу металл–воздух со сторо-

ны металла. Эти компоненты магнитного поля, а также их производные по оси абсцисс будут 

начальными условиями для дальнейшей процедуры. 

С учетом нелинейной зависимости 𝐵⃗ (|𝐻⃗⃗ |)запишем уравнения Максвелла для ферро-

магнитной среды – в случае магнитостатики: 

div𝐵⃗  = 0;  rot𝐻⃗⃗  = 0; 𝐵⃗ = 𝜇(|𝐻⃗⃗ |) ∗ 𝐻⃗⃗ , (1) 

где 𝐵⃗  и 𝐻⃗⃗  – векторы магнитной индукции и напряженности магнитного поля соответственно, 

а |𝐻⃗⃗ | = √(𝐻𝑥)2 + (𝐻𝑧)2. 

В качестве зависимости 𝜇(𝐻) возьмем известную зависимость 𝜇(𝐻) для стали 20. 

Перепишем систему уравнений (1) в форме конечных разностей – в формулировке задачи 

Коши (2). Начальные условия для задачи Коши на уровне 𝑍0 (значения 𝐵𝑧(𝑥, 𝑍0),𝐻𝑥(𝑥, 𝑍0), 
𝛥𝑧∗𝑑𝐵𝑥

𝑑𝑥
, 

𝛥𝑧∗𝑑𝐻𝑧

𝑑𝑥
) были определены ранее.  

𝐵𝑧(𝑥, 𝑍0 − 𝛥𝑧) = 𝐵𝑧(𝑥, 𝑍0) +
𝛥𝑧 ∗ 𝑑𝐵𝑥

𝑑𝑥
 

𝐻𝑥(𝑥, 𝑍0 − 𝛥𝑧) = 𝐻𝑥(𝑥, 𝑍0) −
𝛥𝑧 ∗ 𝑑𝐻𝑧

𝑑𝑥
 

(2) 

𝐵𝑧(𝑥, 𝑍0 − 𝛥𝑧) = 𝜇 (√𝐻𝑥(𝑥, 𝑍0 − 𝛥𝑧)2 + 𝐻𝑧(𝑥, 𝑍0 − 𝛥𝑧)2) ∗ 𝐻𝑧(𝑥, 𝑍0 − 𝛥𝑧) 

𝐵𝑥(𝑥, 𝑍0 − 𝛥𝑧) = 𝜇(√𝐻𝑥(𝑥, 𝑍0 − 𝛥𝑧)2 + 𝐻𝑧(𝑥, 𝑍0 − 𝛥𝑧)2) ∗ 𝐻𝑥(𝑥, 𝑍0 − 𝛥𝑧), 

 

где 𝑍0 – указывает уровень границы раздела металл–воздух со стороны металла; 𝛥𝑧 – шаг 

дискретизации по оси OZ при пересчете поля с верхнего слоя на нижний слой. 
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Теперь, решая задачу Коши (2), мы можем восстановить магнитное поле от уровня 

границы металл–воздух со стороны металла, вниз до нижней поверхности пластины и даже 

ниже, всюду считая, что ниже находится металл. Далее по восстановленным значениям маг-

нитного поля в металле вычисляются координаты описанных выше силовых линий. 

На рис. 5 приведена силовая линия, полученная в результате проведения реального 

эксперимента и с хорошей точностью описывающая глубину дефекта [9]. 

 

 

Рис. 5. Сечение восстановленной формы дефекта. Толщина пластины 10 мм, глубина  

дефекта 4 мм, раскрытие дефекта 29 мм. Компоненты магнитного поля были получены  

экспериментально, над бездефектной поверхностью металла (сталь 20). Пунктирная линия 

показывает реальную форму дефекта; сплошная линия представляет вычисленную  

силовую магнитную линию 

3. Определение геометрических параметров поверхностных дефектов методом MFL  

в нормальном стационарном намагничивающем поле 

В случае нормального намагничивания будем определять геометрические параметры 

дефектов на ближней к магнитным преобразователям поверхности пластины (рис. 1 и 2).  

Для определения геометрических параметров дефектов необходимо намагничивать 

исследуемый объект до величин 0,3–0,8 Тл. При таком намагничивающем поле поверхность 

исследуемого материала не намагничивается до насыщения и материал остается магнитомяг-

ким с магнитной проницаемостью μ ~ 1000. Такое большое значение магнитной проницаемо-

сти позволяет воспользоваться результатами, полученными для скалярного потенциала в 

электростатике [11], и считать поверхность металла эквипотенциальной поверхностью также 

и для магнитностатического скалярного потенциала.  

Для рассчета геометрической формы дефекта предположим, что нормальная состав-

ляющая магнитного поля вблизи дефекта изменяется линейным образом по оси OZ (нормаль 

к поверхности). 

Используя измеренные компоненты магнитного поля на уровне системы преобразова-

телей в области I, вычислим значения скалярного магнитостатического потенциала на этом 

уровне. Далее, используя ряд Тейлора и учитывая линейность по z магнитного поля 𝐻𝑧 вбли-

зи дефекта, получим приближенное выражение для значения скалярного потенциала на по-

верхности дефекта. Итак,  



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 6, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

52 

 

 

Determination of the surface of defect location and restoration of its geometric parameters by the mfl method with one-sided 

access to the ferromagnetic plate / A. V. Nikitin, A. V. Mikhaylov, Yu. L. Gobov, and S. E. Popov // Diagnostics, Resource  

and Mechanics of materials and structures. – 2021. – Iss. 6. – P. 45-53. – DOI: 10.17804/2410-9908.2021.6.045-053. 

 

𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧0) − 𝐻𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧0) ∗ (𝑧(𝑥, 𝑦) − 𝑧0(𝑥, 𝑦)) −
1

2
𝐻𝑧𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧0) × 

× (𝑧(𝑥, 𝑦) − 𝑧0(𝑥, 𝑦))
2
, 

где 𝑧0(𝑥, 𝑦) – это уровень измерений магнитного поля; 𝑧(𝑥, 𝑦) – поверхность дефекта. 

𝐻𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧0) это нормальная составляющая магнитного поля на уровне измерений; 

𝐻𝑧𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧0) – производная нормальной составляющей магнитного поля по оси OZ. 

Так как поверхность дефекта является эквипотенциальной поверхностью, положив 

𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, из выражения для значения скалярного потенциала находим 𝑧(𝑥, 𝑦). 

На рис. 6 и 7 представлены сечения поверхностных дефектов, полученные в результа-

те проведения реального эксперимента [10]. 

 

 

Рис. 6. Сечение восстановленной топографии дефекта потери металла.  

Сплошная линия – результат восстановления, пунктирная линия – сечение профиля дефекта, 

использовавшегося при расчетах методом конечных элементов 

 

Рис. 7. Сечение восстановленной топографии дефекта типа «наплавка».  

Сплошная линия – результат восстановления, пунктирная линия – сечение профиля дефекта, 

использовавшегося при расчетах методом конечных элементов 
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4. Выводы 

Дополнение метода MFL в тангенциальном поле методом MFL в нормальном поле 

намагничивания позволяет определять поверхность нахождения дефектов. По полученным  

в результате применения этих методов магнитограммам можно определять геометрические 

параметры поверхностных дефектов. 
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The paper deals with the construction of solutions to a nonlinear heat equation, which have the 

type of heat waves propagating over a cold (zero) background with a finite velocity. Such solutions 

are atypical for parabolic equations. They appear due to the degeneration of the parabolic type of 

equation on a manifold where the desired function becomes zero. Various kinds of boundary condi-

tions provide the existence of solutions with the desired properties. The most complicated of them, 

specifying nonzero values of the desired function on a moving manifold, is considered in this paper.  

A new theorem of the existence and uniqueness of the solution to the heat wave initiation problem 

under the considered boundary condition is proved. A method for constructing an approximate solu-

tion based on expansion in radial basis functions and the collocation method is proposed. The solution 

is constructed in two steps. At the first step, we construct a solution in the domain situated between 

the specified moving manifold and the zero front, which is determined in the process of solving.  

A special variable change similar to hodograph transformation is used. At the second step, we com-

plete the solution in the domain situated between the initial and actual position of the moving mani-

fold. Calculations are made showing that the new approach gives good results and more stable con-

vergence as compared with the boundary element method used by the authors earlier. 

Keywords: nonlinear heat equation, heat wave, power series, boundary element method, radial ba-

sis functions. 
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Работа посвящена проблеме построения решений нелинейного параболического урав-

нения теплопроводности, имеющих тип тепловой волны, распространяющейся по абсолютно 

холодному (нулевому) фону с конечной скоростью. Подобные решения являются нетипич-

ными для уравнений параболического типа и появляются вследствие вырождения типа урав-

нения на многообразии, где искомая функция обращается в нуль. Существуют различные 

виды краевых условий, которые обеспечивают появление решений с искомыми свойствами. 

В настоящем исследовании рассматривается наиболее сложное из них, предусматривающее 

задание ненулевых значений искомой функции на подвижном многообразии. Доказана новая 

теорема существования и единственности решения задачи об инициировании тепловой вол-

ны рассмотренным краевым условием. Предложен приближенный метод построения реше-

ний, основанный на разложении по радиальным базисным функциям в сочетании с методом 

коллокаций. Решение строится в два этапа. На первом строится решение в области между 

заданным подвижным многообразием и нулевым фронтом, который определяется в процессе 

решения. При этом используется специальная замена переменных типа преобразования годо-

графа. На втором этапе решение достраивается в области между начальным и актуальным 

положениями заданного подвижного многообразия. Проведены численные расчеты, которые 

показали, что новый подход дает хорошие результаты при более устойчивой сходимости по 

сравнению с методом граничных элементов, применявшимся авторами ранее. 

Ключевые слова: нелинейное уравнение теплопроводности, тепловая волна, степенной ряд, 

метод граничных элементов, радиальные базисные функции. 

1. Введение 

Объектом исследования данной статьи является нелинейное (квазилинейное) уравне-

ние теплопроводности с источником (стоком) [1, 2]: 

    THTTkT
xxt  , (1) 

где t  – время; x  – пространственная координата; T  – искомая функция (температура);  

 TH  – функция источника (стока). Будем полагать, что   00 k  и   00 H . Пусть функция 
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 Tk , представляющая собой зависимость коэффициента теплопроводности от температуры, 

является монотонной, достаточно гладкой и обратная к ней функция имеет ненулевую про-

изводную. Тогда подстановкой  Tku =  уравнение (1) приводится к виду: 

   uhuuFuuu xxxt  2 . (2) 

Здесь  
 
 

1


 


u

uu
uF ;  

  
 u

uH
uh




 ;  uT   – функция, обратная к  Tku = .  

Будем считать также, что   0uF . Подобное справедливо, например, для степенной функ-

ции ( ) = , 0  constK T T    . Этот случай является одним из наиболее популярных  

в литертуре и тогда (2) становится обобщенным уравнением пористой среды (the generalized 

porous medium equarion) [1]. В отечественной литературе оно иногда называется нелинейным 

уравнением теплопроводности с источником со степенными нелинейностями [2]. 

Поскольку в уравнении (2) при 0u   коэффициент перед старшей производной 

обращается в нуль, то имеет место вырождение параболического типа уравнения, что являет-

ся причиной существования решений типа тепловой (диффузионной, фильтрационной) вол-

ны, распространяющейся с конечной скоростью по нулевому фону [3–6]. 

В предыдущих исследованиях авторов в основном рассматривался случай степенной 

функции  Tk . Были доказаны теоремы существования и единственности аналитического 

решения типа тепловой волны и разработаны алгоритмы численного решения [7–10], осно-

ванные на методе граничных элементов (МГЭ) [11, 12] и методе двойственной взаимности 

(МДВ) [13–15] с использованием радиальных базисных функций (РБФ) [16–18], а также по-

строены классы точных решений для верификации расчетов [19, 20]. Подробный обзор под-

ходов авторов к численным и аналитическим исследованиям уравнения (2) при степенной 

функции  Tk  приведен в статье [21]. В работах [19, 22] исследовано решение уравнения (2) 

в случае произвольного вида функции  Tk  при заданном уравнении движения фронта теп-

ловой волны: 

 
0

 tax
u , (3) 

где   00 a ;   00 a . 

В работе изучен вопрос построения решения уравнения (2) при краевом условии, за-

данном на подвижной границе: 

 
 tfu

tgx



, (4) 

где   00 g ;   00 f ;  tg  и  tf  – непрерывно дифференцируемые в окрестности нуля 

функции,   00 g  и   00 f . 

Для задачи (2), (4) в следующих разделах сформулирована теорема существования  

и единственности аналитического решения, представлен алгоритм численного решения, опи-

сан тестовый пример. 

2. Теорема существования и единственности 

Сформулируем и докажем основную теорему работы, которая обеспечивает существо-

вание и единственность решения задачи (2), (4) в классе аналитических функций. Предваряя 
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формулировку теоремы, укажем, что под аналитической функцией в точке мы понимаем 

функцию, совпадает в некоторой окрестности точки со своим тейлоровским разложением. 

 

Теорема. Пусть в задаче (2), (4) функции  uF  и  uh  являются аналитическими  

в точке 0u , функции  tf  и  tg  являются аналитическими в точке 0t  и справедливы 

соотношения    00 F ;   00 h ;   00 g ;   00 f ;   00 g ;   00 f . Тогда задача (2), (4) 

при выборе направления движения фронта тепловой волны имеет единственное аналитиче-

ское решение в точке 0t , 0x . 

 

Доказательство теоремы имеет аналоги в ранее опубликованных работах [9, 10],  

поэтому мы ограничимся изложением его общей схемы. Обоснование разбиваем на два этапа.  

 

Первый этап состоит в построении решения в виде формального ряда по степеням пе-

ременных t ,  tgxz  . При этом на первом шаге возникает квадратное уравнение, которое 

в условиях теоремы имеет два действительных корня. Выбор одного из них определяет 

направление движения фронта тепловой волны. Дальнейшее построение проводится индук-

цией по суммарному номеру коэффициентов, причем на каждом шаге необходимо решать 

трехдиагональную систему линейных алгебраических уравнений [23], для которой не выпол-

нено условие диагонального преобладания. Тем не менее в условиях теоремы определители 

этих систем оказываются отличными от нуля, за счет чего коэффициенты ряда определяются 

однозначно. 

Второй этап заключается в доказательстве сходимости построенных рядов. Суть его 

состоит в том, что посредством нескольких нетривиальных замен задача (2), (4) сводится  

к задаче вида (2), (3) (уравнение, конечно, отличается, но сохраняет порядок и тип), причем 

неизвестный фронт тепловой волны  tax   определяется при решении отдельного диффе-

ренциального уравнения. В свою очередь для преобразованной задачи, которая, заметим, яв-

ляется характеристической задачей Коши [6], строится мажорантная задача, имеющая тип 

Ковалевской и подпадающая под действие теоремы Коши–Ковалевской [24]. Можно без труда 

убедиться, что в условиях теоремы  0,0u ,     00,00,0 22  xt uu , откуда по непрерывности 

следует, что в окрестности нàчала координат существует линия  tax  ,   00 a , на которой 

выполнено условие 
 

0
 tax

u . Таким образом, построенное решение вкупе с тривиальным 

0u  образует тепловую волну, причем  tax   – это ее фронт. 

3. Алгоритм численного решения 

Поскольку аналитическое решение в виде ряда определено лишь в окрестности грани-

цы, на которой задано краевое условие, мы всегда в рамках комплексных исследований ста-

вим вопрос о построении решения на заданном конечном промежутке времени. В качестве 

основы для построения нового алгоритма численного решения задачи (2), (4) опишем кратко 

подход к решению задачи (2), (3). 

Пусть требуется найти решение задачи (2), (3) при  Tt ,0 . В каждый момент време-

ни t  решение, имеющее вид тепловой волны, представляет совокупность нетривиального 

решения  xtu , ,   tax ,0  и тривиального решения в области  tax  , состыкованных 

вдоль нулевого фронта тепловой волны  tax  . Решение строится по шагам по времени.  

На каждом шаге khtk   решается краевая задача для уравнения Пуассона 
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    uhuuFu
u

u xtxx  21
; (5) 

0
Lx

u ; (6) 

 
 0F

ta
u k

Lxx





 (7) 

на отрезке  Lx ,0 , где  ktaL  , условие (7) следует из условия (6). 

Задача (5) – (7) решается методом граничных элементов итерационно, при нулевом 

начальном приближении. Для сведения всех расчетов в граничные точки, в соответствии с 

МДВ, правая часть уравнения (5) на каждой итерации разлагается по системе РБФ [16, 17]. 

Использование РБФ обеспечивает устойчивую сходимость итерационных процедур.  

Альтернативным подходом к решению задачи (5) – (7) может быть определение с по-

мощью РБФ частного решения уравнения (5). Такой подход применяется в сочетании как с 

МГЭ [17], так и с другими методами, в частности с методом коллокаций [25]. Представим 

решение (5)–(7) в виде 

     xwxvxtu k , , (8) 

где  xv  – частное решение уравнения (5) в момент kt ;  xw  – решение следующей краевой 

задачи: 

,0w  (9) 

 Lvw
Lx




; (10) 

 

 
 

 Lv
F

ta
w k

tgx k





 0

. (11) 

Поскольку правая часть уравнения (5) зависит от искомой функции, решение вновь 

строится итерационно в следующей последовательности: 

𝑣0 ≡ 0; (12) 

 
 

     LvxLLv
F

ta
w nn

k
n 













0
; (13) 

nnn wvu  ; (14) 
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     nnntn

n

n uhuuFu
u

v 


2

,1

1
, (15) 

где nu ; nv  и nw  – n-е итерации решений. Уравнение (15) решается методом коллокаций  

с помощью разложения правой части по РБФ: 

          


 
K

k

kk

nnnntn

n

xuhuuFu
u 1

1

2

,

1
. (16) 

Здесь      k

kk xxx   – РБФ; Kxx ...,,1  – точки коллокации, расположенные на 

отрезке  L,0 . Для каждой 
  xk  существует функция 

  xk , такая что 
   kk dxd  22

. 

Производная по времени вычисляется методом конечных разностей. Коэффициенты 
 k

n 1   

определяются из решения системы линейных алгебраических уравнений: 

          







K

k

i

kk

n

xx

nnntn

n

xuhuuFu
u

i
1

1

2

,

1
, Ki ,...,1 . (17) 

Тогда  

    


 
K

k

kk

nn xv
1

11 . (18) 

Итерационный процесс останавливается, когда итерации 1nu  и nu  достаточно близки, 

и в качестве решения задачи (2), (3) в момент ktt   принимается непрерывно дифференциру-

емая по x функция  

     xwxvxtu nnk 11,   . (19) 

Перейдем к решению задачи (2), (4) на заданном промежутке  Tt ,0 . На шаге ktt   

требуется решить на отрезке  Lx ,0  уравнение (5) при граничном условии 

 
 ktgx
tfu

k




. (20) 

Применение алгоритма (8)–(19), так же как и алгоритма МГЭ, для решения задачи (5), 

(20) невозможно. Во-первых, значение  ktaL   неизвестно, поскольку функция  ta  теперь 

не задана граничным условием. Таким образом, неизвестна область решения задачи.  

Во-вторых, мы имеем лишь одно граничное условие. В связи с этим решение будем строить  

в два этапа следующим образом. 

Этап 1. Решим задачу (2), (4) на отрезке  Llx , , где  ktgl  .  

Пусть функция  tf  монотонна при  Tt ,0 . Тогда функция  xtu k ,  однозначна  

на отрезке  Ll, . Рассмотрим обратную к ней функцию  utxx k , ;  pu ,0 ;  ktfp  . 

Уравнение (2) для этой функции имеет следующий вид: 
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    32

uuuuut xuHxuFuxxx  , (21) 

а соответствующее уравнение Пуассона: 

    321
uuutuu xuHxuFxx

u
x  . (22) 

Таким образом, проведенная замена переменных привела к уравнению (22) для новой 

искомой функции в известной области  lu ,0 . Значение этой функции при 0u  соответ-

ствует неизвестному положению нулевого фронта в рассматриваемый момент 

 kou
tax 


. (23) 

Сформулируем граничные условия для уравнения (22). Из условия (4) следует: 

lx
pu



. (24) 

Из условия (7) следует условие для производной: 

 
 k

uu
ta

F
x






0
0

. (25) 

Удовлетворить точно условие (25) невозможно, поскольку функция  ta  неизвестна. 

Используя квадратичную аппроксимацию этой функции на промежутке  kk ttt ,1 , уравне-

ние (25) можно привести к следующему разностному виду [10]:  

      
 

 
 0,

0

0,

00,0,2

1

1



 


kuku

kk

tx

F

tx

F

h

txtx
. (26) 

Уравнение (26) связывает значения искомой функции и ее производной на текущем 

шаге kt  и предыдущем шаге 1kt . Для использования этого уравнения на первом шаге необ-

ходимо знать эти значения в начальный момент 0t . Очевидно, что   00,0 x . Для нахож-

дения  0,0ux  возьмем полную производную по времени в условии (24), записанном в произ-

вольный момент времени: 

  
 

 tgtfxx
tfuut




. (27) 

Отсюда при  tfu  : 

   tgtfxx ut
 . (28) 

Подставим (28) в уравнение (21): 

         32

uuuuuu xuHxuFuxxtgtfx  . (29) 

Тогда при 0t ;   00  fu  имеем 
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          000,000,00 2  Fxgxf uu . (30) 

В принятых ранее предположениях квадратное уравнение (30) имеет один положи-

тельный и один отрицательный действительные корни. Поскольку в рассматриваемой поста-

новке 0ux , искомое значение определяется равенством 

 
        

 02

00400
0,0

2

f

Ffgg
xu




 . (31) 

Таким образом, уравнение (26) связывает граничные значения искомой функции и ее 

производной для уравнения (22) в момент kt : 

   
 

   
 

q
tx

F

h

tx

utx

F

h

utx

ku

k

uku

k 














0,

00,2

,

0,2

1

1

0

, (32) 

и мы имеем второе граничное условие для уравнения (22). Решение задачи (22), (24), (32)  

будем искать в виде, аналогичном (8):  

     uzuyutx k , , (33) 

где  uy  – частное решение уравнения (22) в момент kt ;  uz  – решение следующей краевой 

задачи: 

𝑧 =0; (34) 

 pylz
pu




; (35) 

    
 

q
zy

F

h

zy

u







0
0

002
. (36) 

При известном  uy  решение задачи (34) – (36) определяется однозначно: 

     pylpuauz  , (37) 

где a  – корень квадратного уравнения, к которому сводится условие (36), соответствующий 

выбранному направлению движения нулевого фронта. 

В итоге соотношения позволяют теперь применить для решения задачи (22), (24), (32) 

итерационную процедуру, подобную (12) – (15). Очередную итерацию функции  uy  будем 

определять через разложение правой части уравнения (22) по РБФ, аналогично (16)–(18).  

В результате итерационного процесса получим непрерывно дифференцируемое по u решение 

 utx k , . Непрерывность позволяет определить без потери точности обратную функцию 

 xtu k ,  – решение задачи (2), (4) на отрезке  Llx , . 
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Этап 2. Решим задачу (2), (4) на отрезке  lx ,0 .  

Из решения на первом этапе на каждом шаге kt  известны значения искомой функции и 

ее производной в точке lx  ,  ltu k ,  и  ltu kx , . Следовательно, мы можем сформулировать 

краевую задачу для уравнения (5) на отрезке  l,0  с граничными условиями 

 ltuu klx
,


; (38) 

 ltuu kxlxx ,


. (39) 

Задача (5), (38), (39) абсолютно аналогична задаче (5)–(7) и может быть решена  

с помощью алгоритма (8)–(18). Таким образом, мы найдем непрерывно дифференцируемое 

по x решение задачи (2), (4) на отрезке  l,0 , а с учетом этапа 1 – на отрезке  L,0 . 

Пример 

Для верификации предложенного алгоритма рассмотрим задачу с известным точным 

решением. Пусть в уравнении (2)   1uF  и   uuh  , тогда следующая функция является 

его точным решением: 

  










xe

k
kextU tt 1=),( . (40) 

Здесь   – положительная константа; k  – произвольное число, отличное от нуля.  

Нулевой фронт решения (40) определяется функцией 

 1=)( 


 te
k

tax . (41) 

Численные решения задачи (2), (4) были построены при 5 ; k = 0,1: 

   1
4

=
4

)(



 te

kta
tg ,    

 
 1

4

3
,

2







tt

tgx
ee

k
xtUtf . (42) 

На рисунке представлено сравнение точного решения (40) и решения по предложен-

ному новому алгоритму при h = 0,01. В качестве РБФ были приняты функции 
   k

k xxx  . 

Погрешности численных решений 

h Этап 1 Этап 2 

0,1 1,4·10
–4

 2,8·10
–4

 

0,05 5,2·10
–5

 1,8·10
–4

 

0,025 2,6·10
–5

 1,2·10
–4

 

0,01 1,1·10
–5

 8,9·10
–5

 

 

 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 6, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

65 

 

 

Kazakov A. L. and Spevak L. F. On the construction of a heat wave generated by a boundary condition on a moving border // 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2021. – Iss. 6. – P. 54-67. – DOI: 10.17804/2410-

9908.2021.6.054-067. 

 

 

Сравнение численного и точного решений: 1 – t = 0,5;  

2 – 1t ; линии – численное; точки – точное 

В таблице сравниваются погрешности численных решений на двух этапах при раз-

личных значениях шага по времени h . Полученные данные показывают сходимость предло-

женного алгоритма относительно шага по времени. Следует отметить улучшение устойчиво-

сти итерационных процедур по сравнению с ранее разработанным алгоритмом на основе 

МГЭ, а также незначительное повышение точности. 

4. Заключение 

Представленная работа вносит вклад в развитие аналитических и численных методов 

построения решений нелинейных вырождающихся уравнений математической физики. Для 

квазилинейного уравнения теплопроводности с источником доказана оригинальная теорема 

существования и единственности решений, имеющих тип тепловой волны, распространяю-

щейся по абсолютно холодному фону с конечной скоростью, и предложен эффективный при-

ближенный метод их построения. Отличительной особенностью последнего является то, что 

он основан на использовании преобразования годографа с последующим применением раз-

ложения по радиальным базисным функциям в сочетании с методом коллокаций. Ранее авто-

ры обычно применяли граничноэлементный подход. Предложенная новация позволила повы-

сить точность и устойчивость счета, что подтверждается результатами вычислений. 
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It is theoretically shown that in cases where the process of irreversible magnetization rever-

sal of ferromagnetic steels is determined by displacements of only 180° domain boundaries, the de-

pendences of reversible permeability on the switching field in low-carbon steels when a direct cur-

rent is passed along a rod sample should have two maxima instead of the usual one that occurs in 

the absence of this current. The distances between the maxima of these peaks linearly depend on the 

value of the constant component of the current and, consequently, on the constant circular magnetic 

field caused by it, perpendicular to the switching field. 

This phenomenon should occur both for undeformed steel samples in the state after anneal-

ing and for samples after plastic stretching. In the latter case, elastic tensile stresses of such magni-

tude should act to compensate for internal residual compressive stresses. The fields of both peaks  

of magnetic permeability in these two cases are close to each other. 

Keywords: annealed low-carbon steel, deformation, residual compressive stresses, elastic tensile 

stresses, EMF, circular constant and alternating magnetic fields, reversible magnetic permeability: 

magnetization reversal along the major hysteresis loop. 
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Теоретически показано, что в случаях, когда процесс необратимого перемагничивания 

ферромагнитных сталей определяется смещениями только 180-градусных доменных границ, 

зависимости обратимой проницаемости от перемагничивающего поля в малоуглеродистых 

сталях при пропускании постоянного тока вдоль стержневого образца должны иметь два 

максимума вместо обычного одного, имеющего место в отсутствие этого тока. Расстояния 

между максимумами этих пиков линейно зависят от величины постоянной составляющей 

тока и, следовательно, от вызванного ею постоянного циркулярного магнитного поля, пер-

пендикулярного перемагичивающему полю.  

Это явление должно иметь место как для недеформированных стальных образцов в 

состоянии после отжига, так и для образцов после пластического растяжения. В последнем 

случае должны действовать упругие растягивающие напряжения такой величины, чтобы 

компенсировать внутренние остаточные сжимающие напряжения. Поля обоих пиков маг-

нитной проницаемости в этих двух случаях близки друг к другу.  

Ключевые слова: отожженная малоуглеродистая сталь, деформация, остаточные сжимаю-

щие напряжения, упругие растягивающие напряжения, ЭДС, циркулярное постоянное и пе-

ременное магнитные поля, обратимая магнитная проницаемость: перемагничивание по пре-

дельной петле гистерезиса. 

1. Введение 

Известно, что остаточные напряжения различного происхождения 1 в стальных кон-

струкциях определяют ресурс их безаварийной работы 2. Поэтому их неразрушающий кон-

троль (НК) является актуальным.  

Среди разнообразных методов НК важную роль играют магнитные методы использо-

вания зависимости от внутренних напряжений i различных магнитных параметров. 

В настоящей работе рассмотрена обратимая магнитная проницаемость µrev(Н), где Н – 

внутреннее магнитное поле. Кроме него еще действуют дипольные поля от имеющихся 

внутри стали магнитных неоднородностей, которыми мы в дальнейшем пренебрегаем. Экс-

перименты в этой области НК можно разделить на две группы: в первой группе переменное 

магнитное поле h(t) параллельно перемагничивающему полю Н 3; во второй - это поле пер-

пендикулярно: hH 4. В последнем случае это поле создается обычно путем пропускания 

тока i вдоль стального образца; причем в общем случае этот ток может иметь и переменную, 

и постоянную составляющие: 

https://checklink.mail.ru/proxy?es=KAH6w73CLFGvMyKT018n6hFZIqHfBLmk0luZnghf7eA%3D&egid=gUxh6gJS8fK2aGHQ4Uxsr3Cv3LbZFbJj4EUd%2BgKy2UY%3D&url=https%3A%2F%2Fclick.mail.ru%2Fredir%3Fu%3Dhttps%253A%252F%252Forcid.org%252F0000-0002-2122-3241%26c%3Dswm%26r%3Dhttp%26o%3Dmail%26v%3D3%26s%3D5050edbe5607c16c&uidl=16406758951360089155&from=&to=&email=anet-0101%40mail.ru
mailto:kulejevv@imp.uran.ru
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i = i(t) + i0, (1) 

которые создают соответствующие циркулярные магнитные поля (в цилиндрической систе-

ме координат): 

h = h(r, t) + h
0
. (2) 

Заметим, что учет постоянной составляющей тока может оказаться важным при непо-

средственном контроле остаточных напряжений в стальных конструкциях, по которым по 

тем или иным причинам течет паразитный постоянный ток.  

В [5] предложен способ выделения вклада смещений 90-градусных ДГ в магнитную 

проницаемость. Для этого должен быть выделен вклад в проницаемость и от смещений 180-

градусных ДГ. В 5, как и в следующих 6–8, постоянное и переменное поля были парал-

лельны. Настоящая работа относится к случаю, когда эти поля перпендикулярны.  

Цель работы – исследование зависимости проницаемости µrev(H) в условиях, когда 

циркулярное поле h имеет помимо переменной еще и постоянную составляющую h
0
 и ко-

гда намагниченность может изменяться с помощью смещений только 180-градусных ДГ. Это 

непосредственно относится к отожженным образцам, где имеют место напряжения только 

второго рода i
(2)

. 

Также рассмотрены и деформированные стальные образцы в условиях, когда к ним 

прилагаются упругие растягивающие напряжения такой величины, чтобы скомпенсировать 

внутренние остаточные сжимающие напряжения 5–8: в этом случае также возможны сме-

щения только 180-градусных ДГ 4. 

2. Поля пиков µrev
180

(H) в отдельных зернах поликристалла 

Рассмотрим необратимые 180-градусные смещения в стержнях из малоуглеродистой 

отожженной стали в самом простом случае: h
0
 = 0; h(t)  0 при изменении намагниченности 

М(Н) по спинке петли гистерезиса с уменьшением поля от насыщения. Нас будет интересо-

вать область полей, где происходят необратимые смещения ДГ: от +40 А/см до –40 А/см 5–8  

и находятся все пики магнитной проницаемости, являющиеся параметрами контроля оста-

точных напряжений 5–8.  

В силу малости магнитоупругой энергии и энергии во внутреннем поле Н, по сравне-

нию с энергией магнитной анизотропии в железе 4, 5, 7, все магнитные моменты зерен 

находятся в своих легких направлениях типа 100, которые наиболее близки к полю, т. е., в 

исходном конусе с углами и от (+55) до –(55) (рис. 1). И эти направления моментов сохра-

няются вплоть до их необратимых смещений на 180 в другие легкие направления: ( + 

180). Такие смещения должны происходить, когда разность энергий начального Е1() и ко-

нечного состояний Е2( + 180) становится равной (или несколько больше) энергии потенци-

ального барьера 180-градусной ДГ (МSHБ
180

): 

Е1() = –Н0МScos; 

E2( + 180) = +H0MScos; 

Δ() = –2H0MScos = MSHБ
180

; 

Нкр
180

() = –НБ
180

/(2cos); 

Нкр
180

(55) = –0,872НБ
180

. 

(3) 

Наибольшее значение этого поля для отдельного зерна имеет место при  = 55. 
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Рассмотрим далее влияние постоянного циркулярного поля h
0
, вызванного постоян-

ным током через образец, на зависимости магнитной проницаемости в отдельном зерне, 

находящемся в составе поликристалла. Оно добавляет свою энергию Е, влияющую на маг-

нитные моменты зерен М(): 

Е() = –МSh
0
cos( ± 90) = ±MSh

0
sin. (4) 

Эта энергия имеет разный знак в зависимости от знака и. При поле h
0
, направленном 

вверх, знак (+) относится к половине зерен в исходном конусе с 0    55; а знак (–) отно-

сится ко второй половине зерен, у которых 0    –55. Такое распределение справедливо 

для любого сечения единичной сферы, изображенного на рис. 1. При поле h
0
, направленном 

вниз, поля (4) просто поменяются местами. 

Выражение (4) свидетельствует о том, что на магнитный момент любого зерна в ис-

ходном конусе одновременно действуют два разных постоянных поля: одно от перемагничи-

вающего внутреннего поля Н согласно (3), а другое – от постоянного циркулярного поля h
0
 

cогласно (4), так что поля, действующие на зерна с   0 и с   0, имеют вид: 

Н1
180

() = –Н0cos + h
0
sin; 

H2
180

() = –H0cos – h
0
sin. 

(5) 

После 180-градусного смещения на эти моменты М() действуют поля: 

H1
180

( + 180) = H0cos – h
0
sin; 

H2
180

( + 180) = H0cos + h
0
sin. 

(6) 

 

 

Рис. 1. Схема 180-градусных переходов в образцах малоуглеродистой стали:  

сплошные линии – переходы из области, где  > 0; штриховые линии – переходы  

из области исходного конуса, где  < 0 

180-градусные необратимые смещения в указанных выше двух половинах зерен поли-

кристалла в исходном конусе произойдут, когда разности полей Н1
180

 и Н2
180

 сравняются с 

полем НБ
180

. В результате найдем поля пиков магнитной проницаемости для каждой из поло-

вин зерен исходного конуса (рис. 1): 

Нпр() = –НБ
180

/(2cos) + h
0
 tg; 

(7) 
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Hлев() = –НБ
180

/(2cos) – h
0 

tg. 

В итоге вместо стандартного при h
0
 = 0 одного пика проницаемости при h

0 
 0 7)  

в поликристалле должно иметь место два пика магнитной проницаемости µrev(H, ). Причем 

правый пик, в отличие от (3), может появиться в области положительных полей Н0 > 0, если 

выполняется неравенство: 

h
0 

sin >HБ
180

/2. (8) 

Заметим, что это соотношение можно использовать как независимый способ опреде-

ления величины ПБ для 180-градусных ДГ. Удвоение числа пиков в перпендикулярных по-

лях было обнаружено ранее в экспериментальной работе 9, где исходя из размагниченного 

состояния при увеличении перемагничивающего поля было обнаружено появление второго 

пика кривой µ(Н) при включении перпендикулярного поля. При выключении этого поля 

имел место только один пик. Такое поведение обратимой проницаемости в 9 не нашло фи-

зического объяснения. 

Заметим, что вышеприведенные формулы (3)–(8) относятся к отдельным зернам по-

ликристалла без учета особенностей их распределения в исходном конусе (рис. 1). 

3. Влияние особенностей распределения зерен в стальном поликристалле на обратимую 

магнитную проницаемость 

С учетом, что на опыте измеряется зависимость ЭДС от поля Н с помощью катушки, 

намотанной на образец, она пропорциональна обратимой магнитной проницаемос 

ти. Поскольку нас интересуют только пики µrev
180

(H0), обусловленные 180-градусными сме-

щениями, то далее следует учесть еще ряд факторов, влияющих на величины измеряемой 

ЭДС и соответственно, обратимой магнитной проницаемости. 

К ним относятся следующие факторы. 

1. Учет роли изменения величин полей h
0
 и h(r, t) с ростом радиуса стержня от нуля 

и до r0 (последнего с учетом скин-эффекта). 

Согласно 10 зависимости полей h(r, t) и h
0
 от радиуса стержня имеют вид: 

h
0
(r) = (i0r)/2(r0)

2
; 

h
0
(r, t) = h exp(–r/)cos(t – r/). 

(9) 

Здесь  – глубина скин-слоя;  – круговая частота; r0 – радиус стержня; r – его теку-

щее значение. 

При данном значении и поле h
0
(r0) является максимальным. С увеличением радиуса 

стержня r от нуля и до r0 квадратично с r растут объемы его элементарных слоев, достигая 

максимума при r = r0 и пропорционально увеличивая тем самым величину ЭДС а значит и 

µrev
180

(H). Существенно, что слои стержня с r < r0 будут давать меньшие значения ЭДС (или 

µrev), чем при r = r0, и их роль, следовательно, сводится только к уширению регистрируемого 

максимума µrev
180

(H). В итоге максимум из-за его зависимости от r (9) определяется полем на 

поверхности стержня. 

2. При увеличении угла и от 0 до 55 в исходном конусе (рис. 1) число зерен N()  

в элементарном слое растет с ростом r в соответствии с известным законом геометрии: 

r2(1 – cos), справедливым для единичной сферы: 

N() = A 2(1 – cos), (10) 
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где А – константа. Так как ЭДС пропорциональна числу зерен, в которых происходят 180-

градусные скачки, то в выражении для ЭДС должен быть включен также множитель (10). 

3. Учет обстоятельства, что магнитные моменты зерен в исходном конусе направлены 

под углом и к полю Н0 и под углами (90 ± ) к полю h
0
, а ось измерительной катушки па-

раллельна стальному стержню и полю Н0. В этом случае, как известно 10, исходные выра-

жения для полей пиков (7) отдельных зерен с данным значением угла и должны быть умно-

жены на cos. 

4. Учет вклада пар зерен с большеугловыми границами (БУГ) в связи с квадратичной 

зависимостью их числа от разности углов Δ между осями 100 в парах зерен с БУГ 5–8.  

4. Отожженные стальные образцы 

Рассмотрим стальные образцы в отожженном состоянии, когда в них действуют оста-

точные напряжения только второго рода i
(2)

, которые уравновешены внутри каждого зерна 

1; в этом случае все необратимые смещения ДГ являются 180-градусными. Учтем далее, 

что все зерна поликристалла делятся на две подгруппы: зерна с малоугловыми границами 

(МУГ) и зерна с БУГ 11. Их, как показано в 12, на основе анализа диаграмм парных со-

седств зерен поликристалла соответственно 55,2 % и 44,8 % от всего числа зерен в поликри-

сталле N0. И хотя магнитные моменты зерен в обеих подгруппах ориентированы в исходном 

конусе хаотично, пары зерен с БУГ отличаются от зерен с МУГ тем, что их число растет 

квадратично с уменьшением величины Δ – угла между осями 100 двух соседних зерен с 

БУГ (рис. 1). При этом Δ = 2 – 1, где 2 и 1 – углы между осями 100 зерен 1 и 2, наибо-

лее близкими к полю, и полем Н0. Отмеченный квадратичный рост числа зерен с БУГ про-

должается от Δ = 55
 
, где число таких зерен N (Δ = 55) равно нулю, до Δ = ΔБУГ, где 

число таких зерен максимально возможное. Угол ΔБУГ разделяет зерна с БУГ и МУГ. Из 

диаграммы парных соседств получено 11, что для ОЦК-решетки железа ΔБУГ = 18,33. 

В итоге при данном значении Δ число зерен с БУГ равно 12: 

NБУГ(Δ) = А1(55 – Δ)
2
. (11) 

Здесь А1 – постоянный множитель. Максимальное значение этого числа равно 

NБУГ(18,33) = 1344 A1. 

Угол  = 2 при Δ = ΔБУГ изменяется от 18,33 до 55, а угол 1 – от 0 до 36,66 11, 5. 

В результате того, что при  = 55 длина окружности вокруг исходного конуса максимальна, 

то в случае зерен с БУГ величина ЭДС должна достигать своего максимума также при  

 = 55, как и для зерен с МУГ.  

Сравнение числа зерен с БУГ при Δ = ΔБУГ с числом зерен с МУГ в слое исходного 

конуса при  = 55
 
показывает, что главный вклад в пик ЭДС (или, что то же самое, в про-

порциональный ему пик обратимой магнитной проницаемости µrev(Н0) дают зерна с БУГ: их 

число больше в 1,3 раза числа зерен с МУГ при  = 55.  

В результате учета всего сказанного общие выражения для полей правого и левого 

пиков ЭДС при h
0 
 0 для зерен с любыми и в интервалах: 0  55 (для поля Нпр

180
) и 0  –55 

(для поля Нлев
180

) имеют вид: 

Нпр
180

(, h
0
) = –(1 – cos)HБ

180 
+ 2(1 – cos)×h

0
sin; 

Hлев
180

(, h
0
) = –(1 – cos)HБ

180 
– 2(1 – cos)×h

0
sin. 

(12) 

Поля двух наибольших пиков обратимой магнитной проницаемости должны иметь 

место при  = 55 (Нпр
180

) и при  = –55 (Нлев
180

), где: 
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Нпр
180

(55, h
0
) = –1,34НБ

180 
+ 2,19h

0
; 

Hлев
180

(55, h
0
) = –1,34HБ

180 
– 2,19h

0
. 

(13) 

Перейдем к анализу выражений (12), справедливых для зерен с любыми значениями 

угла и из указанных выше интервалов его изменения в исходном конусе (рис. 1). 

Полусумма этих выражений дает удвоенное «невозмущенное» значение поля пиков 

180-градусных смещений, которое отличается от (3) в силу учета особенностей распределе-

ния зерен в поликристалле (10) и ориентации измерительной катушки: в нашем случае  

«невозмущенное» значение этого поля при  = 55 есть(13): 

Нкр
180

(55) = –1,34НБ
180

. (14) 

Разность выражений (13) Н
180

 дает расстояние между двумя пиками ЭДС. Оно ли-

нейно зависит от величины h
0
: 

Н
180 

(55) = 4,38 × h
0
. (15) 

Cравнение с опытом общего соотношения для Н
180

, полученного из (12) 

Н
180

() = 4h
0
sin (1 – cos), (16) 

и знание величины h
0
 позволят оценить характер зависимости второго члена в (12) от . 

Из (13) легко найти значение НБ
180

 по величине h
0
. При  = 55 оно равно: 

НБ
180

 = 1,638 h
0
. (17) 

Это же значение получается и из (8) при  = 55. 

5. Ширины 180-градусных пиков при изменении величины постоянного циркулярного 

поля h
0 

Рассмотрим механизмы уширения двух пиков зависимости µrev(H0) при h
0 
 0. 

Необходимо различать «естественную ширину» локальных пиков h(r, ), имеющую 

место для каждого зерна с данным значением угла и внутри исходного конуса, от интеграль-

ной ширины каждого из двух пиков (12), обусловленной всеми зернами поликристалла из 

каждой половины исходного конуса, т. е., из областей  > 0 и  < 0 (рис. 1).  

Эта «естественная ширина линии» h(r, ) определяется зависимостью модуля пере-

менного циркулярного поля h(r, t) от радиуса стержня. Величина h(r, ) определяет ампли-

туду локального пика для каждого зерна с данными значениями r и  при данной амплитуде 

переменного поля. 

Рассмотрим механизмы формирования локальных пиков, определяющих их ширины 

h(r, ) и, следовательно, их амплитуды. Один из этих механизмов отмечен выше. Он обу-

словлен зависимостью числа зерен от радиуса стального стержня согласно (9) и, следова-

тельно, одинаков для обоих членов в (12): для члена, пропорционального НБ
180

, и для члена, 

пропорционального h
0
. Этот механизм вместе с механизмом поглощения энергии перемен-

ного поля (из-за скин-эффекта) 9 определяет естественную ширину каждого локального 

пика данного зерна, как и его амплитуду. 

В первом приближении форма любого локального пика похожа на обычную резо-

нансную 13, 14, хотя механизмы ее образования здесь другие. Для дальнейшего важно, что 
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с ростом амплитуды пика (например при увеличении h(r, t)) в том же отношении должна воз-

растать и ширина локального пика h(r, t). 

Так как каждому значению угла  > 0 соответствует точно такое же по модулю значе-

ние  < 0 (рис. 1), при каждом  будем иметь два локальных пика в соответствии с (12)  

в строго определенных полях и обладающих соответствующей шириной. 

Если теперь просуммировать все локальные пики в обоих диапазонах изменения угла 

и (0 <  < 55 и 0 >  > –55), то получим общую кривую изменения обратимой проницаемо-

сти от угла  (12), содержащую два пика. Так как каждому значению угла и соответствует 

свое значение поля согласно (12), то легко пересчитать полученные таким образом ширины 

обоих пиков в соответствующие их полевые значения Нпр и Нлев при изменении и от 0 до 

±55. Эти интегральные ширины определяют и амплитуды интегральных пиков кривой 

µrev(H0), обусловленных отмеченными выше вкладами зерен из двух половин исходного ко-

нуса (рис. 1). Из-за того, что числа зерен в двух половинах исходного конуса одинаковы, 

площади двух пиков должны быть также одинаковыми, что будет влиять на относительную 

форму этих двух интегральных пиков следующим образом. 

В области малых h
0
, когда члены в (12), пропорциональные h

0
, меньше членов, про-

порциональных НБ
180

, главный вклад в общую ширину обоих пиков µrev(H0) должен давать 

член с НБ
180

. Так как в правом пике (поле Нпр
180

) вклады вычитаются, то этот пик должен 

быть более узким и, следовательно, более высоким, чем левый пик (поле Нлев
180

), где вклады 

двух членов в (12) складываются, в результате чего ширина этого пика должна равняться 

сумме «естественных ширин». В результате этот пик должен быть более широким и вместе с 

тем более низким. Причиной такого поведения является требование одинаковости площадей 

обоих пиков. 

В случае когда член с h
0
 заметно превышает величину члена с НБ

180
 в (12), он должен 

давать главный вклад в ширину обоих пиков (Нпр и Нлев), в результате чего пики должны 

сближаться и по ширине, и по высоте, хотя правый пик все же должен быть несколько выше 

левого за счет малого члена с НБ
180

. На рис. 2 представлена схема изменения обратимой про-

ницаемости с ростом постоянного циркулярного поля. Кроме того, наши выводы интересно 

проверить на опыте. 

6. Деформированные стальные образцы при упругом растяжении 

Известно 5–8, что в деформированных растяжением стальных образцах существуют 

остаточные сжимающие напряжения первого рода i
(1) 
1, ориентированные вдоль действо-

вавшей ранее нагрузки (и поля Н0). Эти напряжения являются причиной появления необра-

тимых смещений 90-градусных ДГ при изменении намагниченности по спинке петли гисте-

резиса 5–8. В обратимой магнитной проницаемости µrev(H0) такие смещения вызывают два 

пика: при Н0 > 0 и при Н0 < 0 7, 8. 

В итоге общее необратимое изменение проницаемости с полем определяется суммой 

90-градусных и 180-градусных переходов. Поэтому, чтобы получить только 180-градусные 

переходы при перемагничивании деформированных образцов, нужно приложить к ним упру-

гое растягивающее напряжение 0 > 0 такой величины, которая достаточна для компенсации 

всех остаточных сжимающих напряжений первого рода i
(1)

, существующих только в зернах 

с БУГ 5–8, 12.  

Напряжения i
(1)

, как известно 5, 11, изменяются от своего минимального значения 

i
min

, имеющего место при  = БУГ, до максимального i
max

, имеющего место при  

 = 55. В результате полная компенсация всех остаточных сжимающих напряжений насту-

пит при 0 = i
max

. 
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а б 

Рис. 2. Схема изменения вида кривой µrev
180

(H) (12) c ростом величины постоянного  

циркулярного поля h
0
: а – член в с НБ

180 
больше члена с h

0
;  

б – член с НБ
180

 значительно меньше члена с h
0
 

В частности, при деформации  = 8,4 % отожженной стали Ст3 согласно 5, 6 

i
max

 = –300 МПа. В этом случае при 0 = +300 МПа все остаточно сжатые зерна (зерна с 

БУГ) будут находиться в растянутом состоянии, не говоря уже о зернах с МУГ, в которых 

остаточные напряжения первого рода отсутствуют. 

В итоге все зерна стального образца будут находиться в растянутом состоянии, и при 

перемагничивании деформированного и растянутого упруго стального образца имеют место 

только необратимые смещения180-градусных ДГ 13, ситуация с которыми полностью сов-

падает с таковой в рассмотренном ранее случае отожженных образцов. 

Будет только сравнительно небольшое различие этих случаев, обусловленное некото-

рым увеличением эффективной константы анизотропии по сравнению с отожженным состо-

янием, где она равнялась К1 14. Новая эффективная константа анизотропии при упругом 

растяжении Кэф больше, чем К1, и в первом приближении 14 равна: 

Кэф = К1 + 1,5 100·0. (18) 

В приведенном в качестве примера случае ( = 8,4 %; 0 = 300 МПа; Ст3) второй член 

в (18) составляет 20 % от первого. Согласно 15 это приводит к небольшому сужению 180-

градусной ДГ (максимально до 8 %), в результате чего также незначительно возрастет поле 

потенциального барьера 180-градусных  НБ
180

 (примерно на 4 %). В остальном случай де-

формированных и затем растянутых упруго стальных образцов полностью совпадает с рас-

смотренным ранее случаем отожженных образцов.  

7. Выводы 

1. Показано, что циркулярное постоянное магнитное поле при перемагничивании ста-

ли должно приводить к двум максимумам зависимости обратимой магнитной проницаемости 

µrev(H0) и в отожженном, и в деформированном состояниях. В последнем случае должны 

накладываться упругие растягивающие напряжения такой величины, чтобы были возможны 

только 180-градусные смещения.  
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2. Установлено, что расстояния между полями максимумов Hпр
180

 и Hлев
180 

на полевых 

зависимостях обратимой магнитной проницаемости должны линейно зависеть от величины 

постоянной составляющей циркулярного магнитного поля h
0
 на поверхности стального 

стержня. 

3. Предсказан характер изменения относительной формы двух пиков кривой µrev
180

(H0) 

c ростом величины постоянного циркулярного поля h
0
, определяемый, во-первых, равен-

ством числа зерен, участвующих в создании двух пиков, и, во-вторых, относительной вели-

чиной двух вкладов в поля пиков: вклада, пропорционального полю потенциального барьера 

для 180-градусных смещений НБ
180

, и вкладу, пропорциональному постоянному циркуляр-

ному полю h
0 

на поверхности стержня. 

4. В работе также показано, что главный вклад в поля обоих пиков зависимости 

µrev
180

(H) дают зерна с БУГ, что обусловлено квадратичной зависимостью их числа от  

 – разности углов между осями 100 любых двух граничащих друг с другом зерен с БУГ. 

5. Из материала работы следует, что постоянные токи, которые могут протекать по 

контролируемым стальным изделиям, неизбежно искажают форму полевых зависимостей 

обратимой магнитной проницаемости (по сравнению, например, с результатами работ 7, 8), 

что необходимо учитывать при определении величин остаточных механических напряжений. 
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