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A SYSTEMATIC ANALYSIS OF THE PARAMETERS OF DISK-TYPE  
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Mathematical simulation is used to analyze systematically the results of testing an individual 

disk-type membrane-catalytic module for producing high-purity hydrogen from methane, with a 

capacity of about 0.3 m
3
H2/h, and the design data of a membrane-catalytic reactor based on 32 indi-

vidual disk-type modules for producing high-purity hydrogen from diesel fuel, with a capacity  

of 7.45 m
3
H2/h.  

The used mathematical model adequately and on a good quantitative level describes the 

experimental and design data known from the literature. In terms of the used model represen-

tations, possible ways of increasing both the capacity of disk-type membrane-catalytic devices 

and the efficiency of extracting high-purity hydrogen from the original hydrocarbon material 

are considered. 

Keywords: mathematical simulation, membrane-catalytic systems, high-purity hydrogen, methane, 

diesel fuel. 
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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ ПАРАМЕТРОВ МЕМБРАННО-КАТАЛИТИЧЕСКИХ  

УСТРОЙСТВ ДИСКОВОГО ТИПА ПОЛУЧЕНИЯ ВЫСОКОЧИСТОГО ВОДОРОДА 

ИЗ МЕТАНА И ДИЗЕЛЬНОГО ТОПЛИВА  

А. Б. Вандышев 

Федеральное государственное бюджетное учреждение науки  

Институт машиноведения Уральского отделения Российской академии наук,  

34, ул. Комсомольская, г. Екатеринбург, Российская Федерация 

 vandyshev@imach.uran.ru 

Ответственный автор. Адрес электронной почты: vandyshev@imach.uran.ru  

Адрес для переписки: ул. Комсомольская, 34, 620049, г. Екатеринбург, Российская Федерация  

Тел.: +7 (343) 362–30–25; факс: +7 (343) 374–53–30 

Методом математического моделирования проведен системный анализ результатов 

испытаний единичного мембранно-каталитического модуля дискового типа получения высо-

кочистого водорода из метана производительностью около 0,3 м
3
Н2/ч и проектных расчет-

ных данных мембранно-каталитического реактора на базе 32 единичных модулей дискового 

типа получения высокочистого водорода из дизельного топлива производительностью  

7,45 м
3
Н2/ч.  

Используемая математическая модель адекватно и на хорошем количественном 

уровне подтверждает известные в литературе экспериментальные и проектные данные. В 

рамках используемых модельных представлений рассмотрены возможные пути повышения 

как производительности мембранно-каталитических устройств дискового типа, так и эконо-

мичности извлечения высокочистого водорода из исходного углеводородного сырья. 

Ключевые слова: математическое моделирование, мембранно-каталитические системы,  

высокочистый водород, метан, дизельное топливо. 

1. Введение 

К настоящему времени сохраняется достаточно устойчивый интерес к эксперименталь-

ному и теоретическому изучению устройств получения высокочистого водорода (99,999 %)  

из метана, природного газа и других углеводородов, связанный с развитием мембранно-

каталитических (МК) систем, основанных на совмещении извлечения водорода на мембра-

нах из палладия и его сплавов с каталитическими процессами [1–6]. Принцип и высокая эф-

фективность МК-систем для получения высокочистого водорода экспериментально под-

тверждены наиболее представительными результатами длительных (~3000 ч) испытаний 

мембранного конвертора производительностью до 40 м
3
Н2/ч [7]. Важное место при изучении 

закономерностей и разработке МК-систем получения высокочистого водорода из различных 

видов углеводородного сырья отводится созданию математических моделей, адекватно опи-

сывающих результаты испытаний, проектных расчетов и лабораторных исследований.  

Адекватность математической модели [8, 9], разработанной для системы высокотем-

пературный конвертор – высокотемпературный мембранный аппарат получения высоко-

чистого водорода из углеводородного сырья, подтверждена на достаточном количестве при-

меров МК-устройств, главным образом панельного и трубчатого типов [4, 9–12], включая  

и МК-конвертор производительностью до 40 м
3
Н2/ч [7].  



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 4, 2020 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

10 

 

 

Vandyshev A. B. A systematic analysis of the parameters of disk-type membrane-catalytic devices for producing high-purity 

hydrogen from methane and diesel fuel. – 2020. – Iss. 4. – P. 6–27. – DOI: 10.17804/2410-9908.2020.4.006-027. 

 

Цель работы – проанализировать с помощью математической модели [8, 9] новые экспе-

риментальные данные испытаний индивидуального МК-модуля дискового типа [13] получения 

высокочистого водорода из метана, а также результаты проектного расчета МК-реактора [14]  

на базе 32 единичных МК-модулей дискового типа для производства высокочистого водорода  

из продуктов предварительной паровой конверсии дизельного топлива.  

2. Анализ параметров единичного МК-модуля дискового типа получения высокочистого 

водорода из метана 

Предварительный анализ [15] результатов испытаний единичного МК-модуля диско-

вого типа [13] подтвердил его достаточно высокую эффективность при получении высокочи-

стого водорода из метана.  

Ниже детально рассмотрены конструктивные особенности перспективного мембран-

но-каталитического устройства. Схема единичного МК-модуля дискового типа [13] пред-

ставлена на рис. 1. Конструктивно единичный МК-модуль [13] состоял из мембранного эле-

мента дискового типа (рис. 1, поз. 1) с мембраной из сплава 75 % Pd–25 % Ag толщиной  

50 мкм на пористой подложке и двухсторонней площадью 0,0323 м
2
, а также катализатора 

конверсии метана на нетрадиционном носителе в виде двух дисковых пластин (рис. 1, поз. 2) 

из высокопористого ячеистого материала (ВПЯМ) [16], размещенных с обеих сторон мем-

бранного элемента. Дисковые каталитические пластины, изготовленные из никеля чистотой 

99,9 %, имели пористость 95 % [13] и представляли собой достаточно прочный каркас с яче-

истой структурой. На поверхность ячеистого каркаса дисковых пластин нанесен активный 

слой Ni/MgO-катализатора.  

 

 

Рис. 1. Схема МК-модуля дискового типа c параллельной подачей реакционной смеси на обе 

стороны мембранного элемента [13]: 1 – двухсторонний дисковый мембранный элемент  

с общей площадью мембран 0,0323 м
2
; 2 – катализаторные дисковые пластины; 3 – подача 

реакционной смеси; 4 – выход сбросного газа; 5 – выход высокочистого водорода; 6 – корпус 

МК-модуля дискового типа; 7 – перегородка; 8 – каналы высотой ~0,7 мм между мембраной 

и каталитической пластиной 

Мембранный элемент (рис. 1, поз. 1) и дисковые каталитические пластины (рис. 1, 

поз. 2) помещены в общий корпус (рис. 1, поз. 6), обогреваемый снаружи. По сравнению  

с традиционным гранулированным Ni/Al2O3 катализатором конверсии метана нетрадицион-

ный носитель из ВПЯМ с активным Ni/MgO слоем обладают рядом преимуществ, таких как 

высокая теплопроводность и низкое гидравлическое сопротивление [13]. Благодаря устойчи-

вой форме дисковой каталитической пластины удалось создать канал (рис. 1, поз. 8) высотой 

порядка 0,7 мм [13] между мембраной и катализатором для свободного прохождения разде-
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ляемой водородосодержащей газовой смеси. Кроме того, в центре МК-модуля на выходе 

сбросного газа установлены перегородки (рис. 1, поз. 7), ограничивающие байпасные потоки 

реакционной смеси вне свободного канала (рис. 1, поз. 8). Подача исходной смеси метана с 

водяным паром осуществлялась через канал 3, а выход сбросного газа и высокочистого во-

дорода – соответственно через каналы 4 и 5 (рис. 1).  

Известно, что в каждом из 112 МК-модулей панельного типа, входящих в состав мем-

бранно-каталитического конвертора производительностью до 40 м
3 

Н2/ч [7], был использован 

монолитный рифленый никелевый катализатор, установленный близко к поверхности мем-

браны без прямого контакта с ней, также образующий свободный канал между катализато-

ром и мембраной. В этом канале, по мнению авторов [7], и осуществлялось селективное из-

влечение водорода из разделяемой газовой смеси, совмещенное с каталитическими процес-

сами.  

Несмотря на конструктивные особенности МК-модуля дискового типа [13], принцип 

его работы укладывается в рамках упрощенной технологической схемы для системы  

(ВТК–ВТМА) с катализатором конверсии метана в надмембранном пространстве мембран-

ного аппарата, и лежащей в основе математической модели [8, 9] (рис. 2). Роль предвари-

тельного конвертора, аналогичного ВТК (рис. 2), в МК-модуле дискового типа (рис. 1) вы-

полняет свободное от мембраны кольцо дисковых каталитических пластин из ВПЯМ шири-

ной 10 мм.  

 

 

Рис. 2. Упрощенная схема системы ВТК-ВТМА: ВТК – высокотемпературный конвертор  

метана; ВТМА – высокотемпературный мембранный аппарат; ПВД – полость высокого  

давления; ПНД – полость низкого давления; СК – свободный канал 0,7 мм; СГ – сбросной 

газ; К – катализатор конверсии метана; М – водородоселективная мембрана площадью 

0,0323 м
2
; ОК – общий корпус; Q0, Q1, QС, Qp – газовые потоки  

по ходу технологической схемы 

В предварительном конверторе МК-модуля дискового типа (или ВТК на рис. 2)  

исходная смесь водяного пара с метаном согласно обратимым химическим реакциям (1, 2) 

в присутствии катализатора конверсии метана превращается в смесь простых газов   

(Н2, Н2О, СО2, СО, СН4), поступающих далее на извлечение водорода в свободный канал 

высотой ~0,7 мм между мембраной и катализатором (рис. 1, поз. 8): 

СН4 + 2Н2О = 4Н2 + СО2, (1) 

СО + Н2О = Н2 + СО2. (2) 

Анализ параметров индивидуального МК-модуля дискового типа проводили с помо-

щью математической модели [8, 9] мембранного извлечения высокочистого водорода  

в режиме идеального вытеснения из продуктов паровой конверсии углеводородов, учитыва-
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ющей отток водорода через сплошную мембрану из палладиевого сплава под действием пе-

репада давлений и химическое взаимодействие между компонентами газовой фазы при мем-

бранном извлечении водорода. 

Математическая модель [8, 9] основана на уравнениях материального баланса по ато-

мам водорода, кислорода и углерода, законе Дальтона для газовой смеси, законе действую-

щих масс для обратимых химических реакций (1 и 2) и уравнении локальной диффузионной 

характеристики (3) для участка площади мембраны ∆F, вытекающей из закона Ричардсона–

Сивертса: 

, 

(3) 

где: ∆QP – поток высокочистого водорода через участок площади ∆F; γ – коэффициент 

удельной водородопроницаемости мембраны; δ – толщина мембраны; рв – абсолютное дав-

ление над мембраной; рн – абсолютное давление под мембраной; Хпред. – концентрационный 

предел (Хпред. = рн/рв); XH2, Н и XH2, К – концентрации водорода в начале и конце участка 

площади мембраны ∆F.  

Для проведения анализа методом математического моделирования выбран вариант 

дискового МК-модуля с параллельной подачей реакционной смеси с двух сторон мембран-

ного диска (рис. 1). При этом приняты следующие технологические параметры: абсолютное 

давление в полости высокого давления (рис. 1, ПВД) рв = 1,3 МПа [13], а абсолютное давле-

ние в полости низкого давления (рис. 1, ПНД) рн = 0,1 МПа [13]. Рабочая температура приня-

та равной 650 ºС, как некоторая средняя величина в заявленном в работе [13] диапазоне тем-

ператур 639–668 ºС для элементов конструкции МК-устройства. Коэффициент удельной во-

дородопроницаемости Pd–Ag мембраны при средней рабочей температуре 650 С задан рав-

ным  = 0,017 см
3 

Н2·мм/(см
2
·с·ат

0,5
). 

Проанализированы два штатных технологических режима [13] при отношении 

Н2О/СН4 = 3 (1-й режим) и при отношении Н2О/СН4 = 2,5 (2-й режим). Расходы исходной 

парометановой смеси приняты для 1-го режима Q0 = 0,48 м
3
/ч [13], а для 2-го режима –  

Q0 = 0,35 м
3
/ч [13]. Здесь и далее по тексту объемные расходы приведены к нормальным 

условиям.  

Результаты анализа с помощью модели [8, 9] для указанных выше 2 штатных техноло-

гических режимов [13] представлены графически (рис. 3). Расчетная производительность по 

высокочистому водороду единичного МК-модуля дискового типа при фиксированных началь-

ных технологических условиях с увеличением расчетной площади мембраны увеличивается и 

достигает максимальной величины Qp = 0,323 м
3
Н2/ч для 1-го режима (рис. 3, кривая 1) и  

Qp = 0,301 м
3
Н2/ч для 2-го режима (рис. 3, кривая 2).  

Максимальные расчетные площади мембраны для этих режимов совпадают с уста-

новленной площадью мембраны Fуст. = 0,0323 м
2
 (рис. 3, линия 8). Отличие максимальных 

расчетных QP от экспериментальных значений для 1-го и 2-го штатных режимов [13] незна-

чительно и составляет порядка 10 % (рис. 3, линия 9 и 10).  

По мере извлечения водорода расчетные концентрации водорода (рис. 3, кривые 3, 4)  

и метана (рис. 3, кривые 5, 6) для 2 исследованных штатных режимов уменьшаются с увели-

чением расчетной площади мембраны. При этом конечные концентрации водорода над по-

верхностью мембраны (рис. 3, кривые 3, 4) при Fрасч. = Fуст. составляют 0,189 и 0,162 моль. 

долей (табл. 1) соответственно для 1-го и 2-го штатных режимов, что существенно выше вели-

чины концентрационного предела Хпред. = рн/рв = 0,1/1,3 = 0,077 моль. долей (рис. 3, линия 7)  

и свидетельствует о недостаточно полном извлечении водорода. 
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Рис. 3. Зависимости производительности Qp (1, 2), а также концентраций водорода 
2HX  (3, 4)  

и метана CH4X  (5, 6) от площади мембраны F единичного МК-модуля дискового типа: 

1, 3, 5 – 1-й технологический режим; 2, 4, 6 – 2-ой технологический режим; 7 – уровень  

концентрационного предела Хпред. = 0,077 моль. доли; 8 – уровень установленной площади 

мембраны Fуст. = 0,0323 м
2
; 9 – уровень экспериментальной производительности  

Qp = 0,29 м
3
/ч для 1-го режима [13]; 10 – уровень экспериментальной  

производительности Qp = 0,273 м3
/ч для 2-го режима [13] 

Дополнительно о недостаточно полном извлечении водорода с учетом того, что метан 

принимает косвенное участие в извлечении Н2 через смещение химического равновесия (1) 

вправо при отводе водорода через мембрану, свидетельствуют и концентрации остаточного 

метана (рис. 3, кривые 5, 6) при Fрасч. = Fуст.. 

В численном виде результаты анализа параметров единичного МК-модуля дискового 

типа для 1-го и 2-го штатных режимов представлены соответственно в 1-й и 2-й строках 

(табл. 1). Степени конверсии метана на выходе из МК-модуля дискового типа, рассчитанные 

по формуле (4) из работы [2] на основании составов сбросного газа, составили СК = 0,85  

(1-й режим) и СК = 0,88 (2-й режим), что практически полностью совпало с эксперименталь-

ными величинами из работы [13]. 

)/()(
422 CHCOCOCOCOCK XXXXX  , (4) 

где: ОСX , 
2СОX  и 

4СHX  – равновесные концентрации компонентов газовой фазы. 

Степени извлечения водорода, рассчитанные по формуле (5) из работы [2], составили 

2HY  = 0,82 (1-й режим) и 
2HY  = 0,89 (2-й режим) и незначительно отличались от данных из 

работы [13] 
2HY  = 0,77 и 

2HY  = 0,86 (табл. 1): 

)/( C,HCH 22
XQQQY pp  , (5) 

где: Qр, QC – потоки высокочистого водорода и сбросного газа соответственно; XH2, С – кон-

центрация водорода в сбросном газе на выходе из индивидуального мембранного модуля 

дискового типа.  
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Таблица 1 – Параметры единичного МК-модуля дискового типа 

Режим 

Расчетные параметры МК-модуля дискового типа при средней  

температуре 650 ºС, рв = 1,3 МПа, рн = 0,1 МПа 

Q0, 

м
3
/ч 

F, м
2
 

Qp, 

м
3
Н2/ч 

JH2, 

м
3
Н2/м

2
ч 

ХН2
, 

моль. 

доли 

q
V
, 

м
3
Н2/ 

м
3
сырья 

 

q
М

, 

м
3
Н2/ 

моль 

СН4 

CK YH2 

1 0,48 
0,0323 

0,0323* 

0,323 

0,29* 
10 0,189 0,673 2,69 

0,85 

(0,85*) 

0,82 

(0,77*) 

2 0,35 
0,0323 

0,0323* 

0,301 

0,273* 
9,32 

0,162 

0,161* 
0,86 2,92 

0,88  

(0,87*) 

0,89 

(0,86*) 

3 0,190 
0,0323 

0,0323* 
0,177 5,49 0,0778 0,932 3,73 0,994 0,95 

4 0,156 
0,0323 

0,0323* 
0,166 5,14 0,0775 1,065 3,73 0,989 0,96 

5 0,626 
0,0323 

0,0323* 
0,593 18,4 0,0587 0,947 3,79 0,993 0,994 

*Данные из работы [13]. 

О недостаточно высокой экономичности извлечения водорода дополнительно свиде-

тельствуют удельные показатели объемных выходов водорода (q
V
) 0,673 и 0,86

 
м

3
Н2/м

3  

сырья, а также мольных выходов водорода (q
M

) 2,69 и 2,92 моль. Н2/моль. СН4, для 1-го и  

2-го штатных режимов, соответственно (табл. 1). Для оценки интенсивности отвода водорода 

через мембрану рассчитали величины средних плотностей потоков диффузии водорода  

JН2 = Qp/Fрасч., которые составили 10 м
3
Н2/(м

2
·ч) и 9,32 м

3
Н2/(м

2
·ч) для 1-го и 2-го штатных 

режимов в 1-й и 2-й строках (табл. 1).  

Проведенный методом математического моделирования анализ показал, что экспери-

ментальные данные по производительности (основной показатель), степени конверсии мета-

на и степени извлечения водорода (косвенные показатели) для единичного МК-модуля дис-

кового типа в случае 1-го и 2-го штатных технологических режимов [13] достаточно хорошо 

представлены в рамках модельных представлений из работ [8, 9].  

Термодинамическую вероятность углеродоотложения для 1-го и 2-го штатных режи-

мов оценивали по безразмерному критерию ω = рс/рв, предложенному ранее в работе [8], где 

рс – давление углеродоотложения, а рв – абсолютное давление газа в надмембранном про-

странстве. Величину давления углеродоотложения рассчитывали по формуле рс = 
2СОX ·К6·

0

0р / 2

COX , где 
2СОX  и ОСX  – равновесные мольные доли диоксида и оксида углерода в газовой 

фазе соответственно; 0

0р – абсолютное стандартное давление (в нашем случае 0

0р  = 0,1 МПа);  

К6 – константа химического равновесия (6), рассчитанная на основании термодинамических 

данных: 

С + СО2 = 2СО. (6) 

Оценка термодинамической вероятности углеродоотложения показала, что для иссле-

дованных 1-го и 2-го штатных технологических режимов [13] вероятность выпадения угле-

рода отсутствует на всей протяженности площади мембраны, о чем свидетельствуют зависи-
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мости ω – F (рис. 4, кривые 1, 2), лежащие выше границы углеродоотложения (ω = 1) (рис. 4, 

линия 3).  

 

 

Рис. 4. Зависимости критерия термодинамической вероятности углеродоотложения ω  

от площади мембраны F: 1 – 1-й штатный режим (Н2О/СН4 = 3); 2 – 2-й штатный режим 

(Н2О/СН4 = 2,5); 3 – граница углеродоотложения (ω = 1); 4 – граница установленной  

площади мембраны Fуст. = 0,0323 м
2
 

В целях более полного использования сырья при получении высокочистого водорода 

в единичном МК-модуле дискового типа провели дополнительный анализ. При сохранении 

основных параметров единичного МК-модуля дискового типа для 1-го и 2-го штатных ре-

жимов [13] уменьшили расходы исходных паро-метановых смесей Q0 с 0,48 м
3
/ч (1-й режим) 

до 0,19 м
3
/ч (3-й режим) и с 0,35 м

3
/ч (2-й режим) до 0,156 м

3
/ч (4-й режим). Результаты ана-

лиза 3-го и 4-го режимов методом математического моделирования представлены на рис. 5 и 

в табл. 1 (режимы 3 и 4). В этом случае расчетные максимальные производительности еди-

ничного МК-модуля дискового типа при сохранении равенства расчетной и установленной 

площади мембраны величин снизились и достигли Qp = 0,177 м
3
Н2/ч для 3-го режима (рис. 5, 

кривая 1) и Qp = 0,166 м
3
Н2/ч для 4-го режима (рис. 5, кривая 2). Это существенно ниже, чем 

для 1-го и 2-го штатных режимов. Интенсивность отвода водорода через мембрану также 

уменьшилась до величин средней плотности потока диффузии водорода 5,49 м
3
Н2/м

2
·ч  

(табл. 1, режим 3) и 5,14 м
3
Н2/м

2
·ч (4-й режим). 

В отличие от 1-го и 2-го режимов зависимости Qp от F (рис. 5, кривые 1, 2) выходят на 

насыщение при приближении концентраций водорода над мембраной к концентрационному 

пределу Хпред. = рн/рв = 0,1/1,3 = 0,077 моль. долей и свидетельствуют о достаточно полном 

извлечении водорода (рис. 5, линия 7). 

Концентрации метана (рис. 5, кривые 5, 6) для 3-го и 4-го режимов также уменьшают-

ся с увеличением площади мембраны до более низких значений по сравнению с 1-м и 2-м 

режимами.  

Более высокую экономичность извлечения водорода с точки зрения расхода исходно-

го сырья подтверждают удельные показатели объемного выхода (q
V
) 0,932 и 1,065 м

3
Н2/м

3 

сырья (табл. 1, режимы 3, 4) соответственно для 3-го и 4-го режимов, а также мольного вы-

хода водорода qM = 3,73 моль. Н2/моль. СН4 (табл. 1, режимы 3, 4) для обоих режимов. Вы-

сокую экономичность извлечения водорода также характеризуют степени конверсии мета-

на на выходе из МК-модуля дискового типа, рассчитанные по формуле (3). Для 3-го режима 

СК = 0,994, для 4-го режима СК = 0,989 (табл. 1, режимы 3, 4). Также высокую экономич-

ность извлечения водорода характеризуют степени извлечения водорода, рассчитанные по 

формуле (4), которые составили 
2HY  = 0,95 и 

2HY  = 0,96 для 3-го и 4-го режимов соответ-

ственно (табл. 1, режимы 3, 4). 
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Рис. 5. Зависимости производительности Qp (1, 2), а также концентраций водорода 
2HX   

(3, 4) и метана CH4X  (5, 6) от площади мембраны F единичного МК-модуля дискового типа  

1, 3, 5 – 3-й технологический режим; 2, 4, 6 – 4-й технологический режим; 7 – уровень  

концентрационного предела Хпред. = 0,077 моль. доли; 8 – уровень установленной  

 площади мембраны Fуст. = 0,0323 м
2
 

С целью дальнейшей оптимизации параметров единичного МК-модуля дискового ти-

па рассмотрели еще один (5-й) режим со следующими исходными данными. Толщину мем-

браны из сплава 75 %Pd–25 %Ag на пористой подложке уменьшили с 50 до 20 мкм. Абсо-

лютное давление над мембраной увеличили с 1,3 до 2,6 МПа, а абсолютное давление под 

мембраной увеличили с 0,1 до 0,15 МПа. Отметим, что более высокое давление под мембра-

ной (рн) обеспечивает подачу водорода-продукта потребителю не только самотеком, но и под 

избыточным давлением. Расход исходной парометановой смеси при отношении Н2О/СН4 = 3 

с Q0 = 0,48 (для режима 1) увеличили до Q0 = 0,626 м
3
/ч (режим 5). Среднюю рабочую темпе-

ратуру МК-устройства (650 ºС), общую площадь мембраны (0,0323 м
2
) и коэффициент 

удельной водородопроницаемости  = 0,017 см
3
Н2·мм/ (см

2
·с·ат

0,5
) оставили без изменений.  

Результаты анализа для 5-го режима представлены в табл. 1. Расчеты показали, что за счет 

интенсификации процесса диффузионного отвода водорода через мембрану (JН2 = 18,4 

м
3
Н2/(м

2
·ч)) и увеличения потока исходного сырья (Q0 = 0,626 м

3
/ч) максимальная расчетная 

производительность единичного МК-модуля дискового типа увеличилась до QP = 0,593 

м
3
Н2/ч на той же установленной площади мембраны (Fуст. = 0,0323 м

2
), что в 1,83 раза боль-

ше максимального Qp = 0,323 м
3
Н2/ч для 1-го штатного режима (табл. 1). Отметим, что прак-

тически такое же увеличение производительности МК-модуля дискового типа по данным 

оценок из работы [13], удалось достичь, но только при 10-и кратном уменьшении толщины 

мембраны с 50 до  

5 мкм при одинаковой степени извлечения водорода 
2HY  = 70 %. 

При принятом для 5-ого режима комплексе условий более глубокое извлечение 

водорода осуществляется до концентрации водорода над поверхностью мембраны  

ХН2 = 0,0587 моль. долей (табл. 1), близкой к концентрационному пределу Хпред. = рн/рв =  

= 0,15/2,6 = 0,0577 моль. долей. Как и для 3-го режима, высокую экономичность извле-

чения водорода характеризуют рассчитанные для 5-го режима степень конверсии метана 

СК = 0,993 и степень извлечения водорода 
2HY  = 0,994 на выходе из МК-модуля диско-

вого типа. Расчетные величины удельных показателей объемного и мольного выходов 
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водорода для 5-го режима, как и для 3-его режима, достаточно высокие и составили  

q
V

 = 0,947 м
3
Н2/м

3 
сырья и q

M
 = 3,79 моль. Н2/моль. СН4 (табл. 1).  

Результатов анализа единичного МК-модуля дискового типа следует, что математиче-

ская модель [8, 9] адекватно и на хорошем количественном уровне описывает эксперимен-

тальные данные из работы [13]. В рамках модельных представлений [8, 9] рассмотрены воз-

можные пути повышения, как производительности МК-устройства, так и экономичности из-

влечения высокочистого водорода из исходного углеводородного сырья.  

Обращает на себя внимание достаточно высокий уровень конструкторских и техно-

логических решений при создании единичного МК-модуля дискового типа [13], открыва-

ющий перспективы для дальнейшего развития подобных мембранно-каталитических си-

стем получения высокочистого водорода из различных видов углеводородного сырья.  

Из сравнения параметров индивидуальных МК-модулей панельного [9] и дискового типа [13], 

приведенного в табл. 2, видно, что их производительности по высокочистому водороду до-

статочно близки. 

Таблица 2 – Сравнение параметров единичных МК-модулей панельного [9]  

и дискового [13] типов 

Параметры мембранно-каталитических модулей 

Параметры 

МК-модуль 

панельного типа, 

производительность  

0,39 м
3 

Н2/ч [9] 

МК-модуль 

дискового типа, 

производительность 

0,3 м
3 

Н2/ч [13] 

Температура, ºC 550 650 

Отношение Н2О/С 3 3 

ПГQ , м
3
/ч 0,1158 (0,0946*) – 

4CHQ , м
3
/ч – 0,12 (0,12**) 

вр , МПа 0,9 (0,9*) 1,3 (1,3**) 

нр , МПа 0,073 (0,04*) 0,1 (0,1**) 

F, м
2
 0,035 (0,092*) 0,0323 (0,0323**) 

PQ , м
3
/ч 0,39 (0,39*) 0,323 (0,29**) 

ч)/(мНм, 2

2

3

H2
J  11,1 (4,23*) 10 (9**) 

Примечание. ПГ – природный газ: 88,5 % СН4; 4,6 % С2Н6; 5,4 % С3Н8 и 1,5 % С4Н10 [7];  

*Данные из работы [9], **данные из работы [13]. 

 

Известно, что из 112 мембранно-каталитических модулей панельного типа был сфор-

мирован и испытан МК-конвертор производительностью до 40 м
3
Н2/ч [7]. Индивидуальные 

мембранно-каталитические модули дискового типа [13] также могут представлять интерес с 

точки зрения наращивания производительности МК-устройств путем увеличения числа па-

раллельно работающих модулей. Так, на базе 32 параллельно работающих индивидуальных 

мембранно-каталитических модулей дискового типа [13] в работе [14] представлены резуль-

таты проектного расчета мембранно-каталитического реактора с повышенной производи-

тельностью QP = 7,45 м
3
Н2/ч для получения высокочистого водорода из продуктов предвари-

тельной паровой конверсии дизельного топлива.  
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3. Анализ проектных параметров мембранно-каталитического реактора на базе 32  

МК-модулей дискового типа для получения высокочистого водорода из продуктов па-

ровой конверсии дизельного топлива 

В работе [14] представлены результаты проектного расчета мембранно-каталитического 

реактора (в составе топливного процессора) на базе 32 параллельно работающих индивиду-

альных мембранно-каталитических модулей дискового типа, расположенных в 8 секциях по 

4 модулям в каждой (рис. 6 и 7). Мембранно-каталитический реактор [14] предназначен для 

получения высокочистого водорода с проектной производительностью 7,45 м
3
Н2/ч из про-

дуктов предварительной паровой конверсии дизельного топлива (ДТ).  

Характеристики индивидуального МК-модуля дискового типа, лежащие в основе про-

ектного расчета [14], экспериментально и теоретически исследованы в работе [13] на исход-

ных паро-метановых смесях в качестве сырья.  

 

  

Рис. 6. МК-блок из 8 секций по 4  

мембранно-каталитических модуля  

дискового типа в каждой секции [17] 

Рис. 7. Внешний вид установки получения 

высокочистого водорода из углеводородного 

сырья на базе МК-реактора [17] 

 

В настоящем разделе проверена адекватность математической модели [8, 9] и проана-

лизированы возможные пути оптимизации параметров МК-реактора, работающего по схеме 

с параллельным распределением потока реакционной смеси [14].   

Проектные расчеты в работе [14] выполнены на базе математической модели работ 

[13, 14, 18], основанной на уравнениях химической кинетики с учетом неизотермичности 

мембранно-каталитических модулей («кинетическая» модель), протестированной на резуль-

татах собственных испытаний единичного мембранно-каталитического модуля дискового 

типа [13]. В данном случае «кинетическая» модель привязана к дисковой геометрии  

МК-модулей и предполагает, что производительность мембранного модуля определяется 

диффузией реагентов через слой катализатора к поверхности мембраны (эффект «концентра-

ционной поляризации»), теплопроводностью слоя катализатора и потоком водорода через 

Pd–Ag мембрану. Отметим, что «кинетическая» модель [13, 14, 18] использована авторами 

только для собственных исследований. Результаты проверки адекватности «кинетической» 

модели на экспериментальных данных других авторов неизвестны. 
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В каждом индивидуальном мембранно-каталитическом модуле дискового типа в каче-

стве активного компонента использован Ni/MgO-катализатор конверсии метана, нанесенный 

на поверхность ячеистой пористой структуры дисковых пластин из «пеноникеля» (или высо-

копористого ячеистого материала ВПЯМ [16]) диаметром 160 мм и толщиной 4 мм, распо-

ложенные по обе стороны дискового мембранного элемента [13, 14].  

Упрощенная технологическая схема установки получения высокочистого водорода 

производительностью Qp = 7,45 м
3
Н2/ч [14] из дизельного топлива на базе 32 параллельно 

работающих мембранно-каталитических модулей дискового типа с использованием модель-

ных представлений для системы (ВТК–ВТМА) [8, 9] представлены на рис. 8.  

 

 

Рис. 8. Упрощенная технологическая схема установки получения высокочистого водорода  

из дизельного топлива: 1 – отдельный реактор предварительной паровой конверсии  

дизельного топлива; 2 – МК-реактор на базе 32 МК-модулей дискового типа с общей  

площадью мембран Fуст. = 1,0336 м
2
; 3 – МК-модуль дискового типа; ВТК – высокотемпера-

турный конвертор метана; ВТМА – высокотемпературный мембранный аппарат;  

ПВД – полость высокого давления; ПНД – полость низкого давления; М – мембрана;  

СК – свободный канал 0,7 мм; ОК – общий корпус МК-модуля дискового типа; ДТ – дизельное 

топливо; СГ – сбросной газ; К1 – катализатор конверсии ДТ; К2 – катализатор конверсии  

метана; Q0, Q1, Q1.1, QС, Qp – газовые потоки по ходу технологической схемы 

Предварительно методика анализа параметров установки получения высокочистого водо-

рода производительностью Qp = 7,45 м
3
Н2/ч [14] из дизельного топлива на базе 32-х параллельно 

работающих мембранно-каталитических модулей дискового типа отработана в работе [19] с уче-

том более сложного атомного состава дизельного топлива по сравнению с метаном.  

При проведении анализа первоначально оценили основные параметры отдельного тра-

диционного каталитического реактора предварительной паровой конверсии ДТ (рис. 8, поз. 1). 

Для проведения проверочных расчетов приняты следующие исходные данные: дизельное топ-

ливо, согласно данным работы [5], отвечает химической формуле С19Н36О2; отношение водя-

ного пара к углеродному атому углеводородного сырья в исходной смеси Н2О/С = 3; средняя 

рабочая температура в реакторе предварительной конверсии принята равной 520 ºС; абсолют-

ное давление задано равным 1,3 МПа [14]. Объемный выходной поток продуктов предвари-

тельной паровой конверсии ДТ принят, как и в работе [14] Q1 = 13 м
3
/ч.  

Исходная смесь дизельного топлива с водяным паром в реакторе предварительной кон-

версии (рис. 8, поз. 1) согласно водородообразующей реакции (7) и сопряженных обратимых 

химических реакций (1, 2), превращается в смесь простых газов Н2, Н2О, СО2, СО, СН4: 

С19Н36О2 + 36H2O = 19СО2 + 54H2. (7) 
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С помощью методики для тройных диаграмм С–Н–О [20], учитывая неизменность со-

става по атомам водорода, кислорода и углерода в исходной смеси и продуктах паровой кон-

версии ДТ, рассчитали равновесный состав газовой смеси на выходе из отдельного реактора 

паровой конверсии дизельного топлива (рис. 8, поз. 1). Результаты расчетов состава продук-

тов паровой конверсии ДТ, приведенные в табл. 3, практически не отличались от данных ра-

боты [14]. Дополнительно c помощью методики [20] оценили объемный расход исходной 

смеси водяного пара и дизельного топлива на входе в отдельный реактор предварительной 

паровой конверсии ДТ, который составил величину Q0 = 10,5 м
3
/ч (табл. 3). 

Таблица 3 – Технологические параметры реактора предварительной паровой  

конверсии дизельного топлива 

Ре-

жим 
Н2О/С tср., ºС Q0, м

3
/ч Q1, м

3
/ч 

Концентрации продуктов паровой 

конверсии дизельного топлива на выходе 

из реактора, об. % 

Н2 Н2О СО2 СО СН4 

1 
3 

3* 

520 

520* 

10,5 

– 

13 

13* 

12,9 

12,8* 

60,6 

60,4* 

10,5 

9,9* 

0,5 

0,5* 

15,5 

16,4* 

*Данные из работы [14]. 

 

Далее продукты предварительной паровой конверсии дизельного топлива с общим 

расходом Q1 = 13 м
3
/ч (рис. 8) и абсолютным давлением 1,3 МПа подаются на вход каждого 

из 32-х параллельно работающих индивидуальных мембранно-каталитических модулей дис-

кового типа со средней рабочей температурой, принятой равной 650 ºС.  

Анализ параметров МК-реактора (рис. 8, поз. 2) из 32 мембранно-каталитических 

модулей дискового типа проводили с помощью математической модели [8, 9]. Для прове-

дения анализа МК-реактора приняты следующие исходные технологические параметры: 

абсолютное давление в полости высокого давления (ПВД) рв = 1,3 МПа [14], абсолютное 

давление в полости низкого давления (ПНД) рн = 0,1 МПа [14]. Средняя рабочая темпера-

тура каждого из 32 МК-модулей дискового типа принята равной 650 ºС. Суммарная уста-

новленная площадь мембран из палладиевого сплава толщиной 50 мкм на пористой под-

ложке в МК-реакторе [14] составляет Fуст. = 0,0323∙32 = 1,0336 м
2
. Коэффициент удельной 

водородопроницаемости Pd–Ag мембраны при рабочей температуре 650 С, как и ранее, 

принят равным  = 0,017 см
3
Н2·мм/ (см

2
·с·ат

0,5
). 

Проходя через слой катализатора конверсии метана дискового типа, свободного от 

мембраны, соотношение продуктов конверсии в реакционном газе изменяется за счет более 

высокой средней рабочей температуры (650 ºС) и при неизменном абсолютном давлении  

рв = 1,3 МПа. На входе в мембранную часть каждого из 32 МК-модулей дискового типа сум-

марный объемный расход продуктов конверсии дизельного топлива по нашей оценке соста-

вил Q1.1 = 14,3 м
3
/ч, а расчетный равновесный химический состав: H2 = 27,12; H2O = 48,81; 

CO2 = 11,41; CO = 3,1 и CH4 = 9,55 об. %. Именно этот состав водородосодержащей газовой 

смеси подается в канал между мембраной и катализатором высотой порядка 0,7 мм [13, 14], 

где и подвергается мембранному извлечению водорода, сопряженному с вовлечением в этот 

процесс метана через смещение химического равновесия (1) вправо при отводе водорода че-

рез мембрану. 

Результаты анализа методом математического моделирования представлены графи-

чески на рис. 9. Расчетная производительность МК-реактора (рис. 9, кривая 1) с ростом 

расчетной площади мембраны увеличивается и при Fрасч. = 1,033 м
2
 близкой к установлен-
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ной Fуст. = 1,0336 м
2
 (рис. 9, линия 8) достигает максимального значения QP = 7,67 м

3
Н2/ч, 

что достаточно близко к проектной величине Qp = 7,45 м
3 

Н2/ч из работы [14], отмеченной 

на рис. 9 линией 7. Расхождение с проектной производительностью минимально и состав-

ляет около 3 %. 

 

 

Рис. 9. Расчетные зависимости производительности Qp (1, 2), концентраций водорода 
2HX  (3, 4)  

и концентраций метана СH4X  (5, 6) от площади мембраны F мембранно-каталитического  

реактора [14]: 1, 3, 5 – дизельное топливо; 2, 4, 6 – метан; 7 – уровень проектной  

производительности МК-реактора Qp = 7,45 м
3 

Н2/ч; 8 – уровень общей установленной  

площади мембраны Fуст. = 1,0336 м
2
; 9 – уровень концентрационного предела  

Хпред. = 0,077 моль. долей 

По мере извлечения водорода его концентрация (рис. 9, кривая 3) уменьшается с уве-

личением площади мембраны и при Fрасч. = 1,033 м
2
, практически равной Fуст. = 1,0336 м

2
 до-

стигает величины ХН2 = 0,131 моль. долей, что заметно больше величины концентрационного 

предела Хпред. = рн/рв = 0,1/1,3 = 0,077 моль. долей и свидетельствует о недостаточно полном 

извлечении водорода. Расчетная концентрация метана с увеличением площади мембраны 

также уменьшается и достигает величины ХСН4 = 0,015 моль. доли при Fрасч. = 1,033 м
2 

(рис. 9, 

кривая 3). 

В численном виде результаты анализа параметров получения высокочистого водорода из 

дизельного топлива в мембранно-каталитическом реакторе [14] представлены в 1-й строке табл. 4 

(1-й режим). Удельный показатель объемного выхода водорода составил q
V

 = 0,73 м
3
Н2/м

3 
 

сырья, а мольного выхода водорода qм = 42,34 моль. Н2/моль углеводорода. Последний пока-

затель с учетом недостаточно полного извлечения водорода по величине близок к стехио-

метрическому коэффициенту при водороде (равному 54) для водородообразующей реакции 

(7). Кроме того, оценили общий объемный расход сбросного газа Qс = 9,1 м
3
/ч и химический 

состав на выходе из мембранной части всех МК-модулей дискового типа: H2 = 13,11;  

H2O = 49,01; CO2 = 32,19; CO = 4,23; CH4 = 1,46 об. %. Наша оценка параметров сбросного 

газа хорошо коррелирует с результатами проектного расчета из работы [18]: Qс = 9,14 м
3
/ч  

и концентрации H2 = 10,3; H2O = 51,1; CO2 = 31,3; CO = 2,5; CH4 = 4,8 об. %. 

Таким образом, можно констатировать, что математическая модель [8, 9] адекватно  

и на хорошем количественном уровне описывает результаты проектного расчета по «кинети-

ческой» модели МК-реактора [14] получения высокочистого водорода из продуктов паровой 

конверсии ДТ.  
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Таблица 4 – Параметры получения высокочистого водорода  

в мембранно-каталитическом реакторе [14] 

 

Это обстоятельство свидетельствует о том, что производительность МК-реактора  

с дисковыми мембранно-каталитическими модулями [14], согласно модельным представле-

ниям [8, 9] определяется (лимитируется) только диффузионным отводом водорода через 

мембрану. 

Дополнительно провели аналогичный анализ при тех же технологических условиях 

для МК-реактора [14], но при использовании в качестве сырья парометановой смеси (2-й ре-

жим) с исходным объемным расходом Q0 = 10,5 м
3
/ч, таким же как для 1-го режима (дизель-

ное топливо), с отношением Н2О/СН4 = 3.  

Упрощенная технологическая схема для этого режима представлена на рис. 10. Отме-

тим, что в этом случае (2-й режим) исходная смесь Н2О–СН4 подается непосредственно на 

входы всех 32 МК-модулей дискового типа без использования отдельного традиционного 

конвертора (рис. 8, поз. 1) Результаты анализа в графическом виде представлены кривыми  

2, 4, 6 на рис. 9, а в численном виде – в табл. 4 (2-й режим). При использовании метана в ка-

честве сырья максимальная производительность МК-реактора [14] достигает величины  

Qp = 8,84 м
3
Н2/ч при расчетной площади Fрасч. = 1,033 м

2
, близкой к установленной площади 

мембраны Fуст. = 1,0336 м
2
. Для 2-го режима более высокая производительность  

МК-реактора при прочих равных условиях обусловлена повышенным содержанием атомов 

водорода в метане по сравнению с дизельным топливом (1-й режим). 

Для 2-го режима удельный показатель объемного выхода водорода составил q
V
 = 0,84 

м
3
Н

2
/м

3
 сырья, а мольного выхода водорода – qm = 3,37 моль Н2/моль СН4. Последний пока-

затель с учетом недостаточно полного извлечения водорода по величине близок к стехио-

метрическому коэффициенту при водороде, равном 4 для водородообразующей реакции (1). 

Для представленных в табл. 4 1-го и 2-го режимов оценили среднюю плотность потока диф-

фузии водорода через мембрану в мембранно-каталитическом реакторе [14], которая соста-

вила JН2
 = 7,42 м

3
Н

2
/(м

2
·ч) и JН2

 = 8,56 м
3
Н

2
/(м

2
·ч), соответственно для 1-го режима (дизель-

ное топливо) и 2-ого режима (метан).  

Р
еж

и
м

 

Параметры МК-конвертора 

t, С 

 

рв, 

МПа 

р
Н
, 

МПа 

Fрасч.,  

м
2
 

QP, 

м
3
Н/ч 

JH2, 

м
3
Н2/ 

(м
2
ч) 

XH2, 

моль. 

доли 

q
V
, 

сырьям

2Нм

3

3

 

qм, 

у.в. моль

Н моль 2

 

1 650 

1,3 0,1 

1,033  

1,0336* 

7,67  

7,45* 
7,42 0,131 0,73 42,3 

2 650 
1,0331 

1,0336* 
8,84 8,56 0,133 0,84 3,37 

3 650 2,6 0,15 
1,033 

1,0336* 
15,4 14,9 0,0586 0,86 49,8 

*Данные из работы [14]. 
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Рис. 10. Упрощенная технологическая схема получения высокочистого водорода из метана:  

1 – МК-реактор на базе 32 МК-модулей дискового типа с общей площадью мембран  

Fуст. = 1,0336 м
2
; 2 – МК-модуль дискового типа; ВТК – высокотемпературный конвертор  

метана; ВТМА – высокотемпературный мембранный аппарат; ПВД – полость высокого  

давления; ПНД – полость низкого давления; М – мембрана; СК – свободный канал 0,7 мм; 

ОК – общий корпус МК-модуля дискового типа; СГ – сбросной газ; К – катализатор  

конверсии метана; Q0, Q1.1, QС, Qp – газовые потоки по ходу технологической схемы 

Кроме того, для 2-го режима рассчитали состав сбросного газа на выходе из мембран-

ной части МК-модулей дискового типа: H2 = 13,33; H2O = 47,33; CO2 = 33,06; CO = 4,56;  

CH4 = 1,72 об. %, который оказался достаточно близким к составу сбросного газа для 1-го 

режима (табл. 4). Приведенные результаты анализа МК-реактора из 32 мембранно-

каталитических модулей дискового типа для 2-го режима показали, что в качестве сырья 

можно использовать исходные смеси водяного пара с метаном.  

Оценку термодинамической вероятности углеродоотложения для 1-го режима  

(дизельное топливо) и 2-го режима (метан), как и в 1-м разделе, осуществляли по безразмер-

ному критерию ω = рс/рв [8]. Результаты количественной оценки вероятности углеродоотло-

жения в виде графических зависимостей безразмерного критерия углеродоотложения ω  

от площади мембраны F, представленные кривыми 1, 2 на рис. 11 соответственно для 1-го и 

2-го режимов, лежат выше границы углеродоотложения (горизонтальная пунктирная линия 3 

на рис. 11) во всем диапазоне расчетных площадей от 0 до Fуст. = 1,0336 м
2
 (вертикальная 

пунктирная линия 4 на рис. 10) и свидетельствуют об отсутствии выпадения углерода. 

С целью оптимизации параметров МК-реактора с 32 мембранно-каталитическими мо-

дулями дискового типа дополнительно рассмотрели еще один 3-й режим со следующими ис-

ходными данными. Толщину мембраны из сплава 75 %Pd–25 %Ag на пористой подложке 

уменьшили с 50 до 20 мкм. Абсолютное давление над мембраной увеличили с 1,3 до  

2,6 МПа, а абсолютное давление под мембраной увеличили с 0,1 до 0,15 МПа. Расход исход-

ной смеси водяного пара с ДТ при отношении Н2О/С = 3 увеличили с Q0 = 10,5 м
3
/ч (для 1-го 

режима) до Q0 = 17,92 м
3
/ч (3-й режим). 

Среднюю рабочую температуру отдельного конвертора дизельного топлива (520 ºС), 

среднюю рабочую температуру МК-реактора (650 ºС), общую установленную площадь мембраны 

(1,0336 м
2
) и коэффициент удельной водородопроницаемости  = 0,017 см

3
Н2·мм/(см

2
·с·ат

0,5
) 

оставили на прежнем уровне (рис. 8).  
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Рис. 11. Зависимости критерия термодинамической вероятности углеродоотложения ω  

от площади мембраны F: 1 – дизельное топливо; 2 – метан; 3 – граница углеродоотложения 

(ω = 1); 4 – граница установленной площади мембраны Fуст. = 1,0336 м
2
 

В численном виде результаты анализа для 3-го режима представлены в 3-й строке 

табл. 4. Расчеты показали, что за счет интенсификации процесса диффузионного отвода  

водорода через мембрану (JН2
 = 14,9 м

3
Н

2
/(м

2
·ч)) и увеличения потока исходного сырья  

(Q0 = 17,92 м
3
/ч) максимальная расчетная производительность МК-реактора увеличилась  

до Qp = 15,4 м
3
Н2/ч на той же установленной площади мембраны (Fуст. = 1,0336 м

2
), что прак-

тически в 2 раза больше максимальной производительности Qp = 7,67 м
3
Н2/ч для 1-го штат-

ного режима [14] (табл. 4). 

При принятом для 3-ого режима комплексе условий извлечение водорода осу-

ществляется до концентрации водорода над поверхностью мембраны 
2HX = 0,0586 моль. до-

лей, близкой к концентрационному пределу Хпред. = рн/рв = 0,15/2,6 = 0,0577 моль. долей и 

свидетельствует о более полном извлечении водорода (табл. 4).  Расчетные величины 

удельных показателей объемного и мольного выходов водорода для 3-ого режима соста-

вили  

q
V
 = 0,86 м

3
Н2/м

3 
сырья и q

M
 = 49,8 моль. Н2/моль. СН4 (табл. 4, строка 3). 

Представляет интерес сравнить параметры МК-реактора с проектной производитель-

ностью 7,45 м
3
Н2/ч [14] и мембранно-каталитического конвертора с производительностью до 

40 м
3
Н2/ч из работы [8]. Не смотря на различие конструктивных и технологических парамет-

ров для обоих МК-устройств такое оценочное сравнение можно провести при одинаковой 

площади мембраны. Общая площадь мембраны в МК-конверторе производительностью до 

40 м
3
Н2/ч [7] составляла 10,3 м

2 
[9, 21] и превышала общую площадь мембран в МК-реакторе 

с проектной производительностью 7,45 м
3
Н2/ч [14] в

 
10,3/1,0336 = 9,96 раз (т. е. практически 

в 10 раз). В этом случае оценочная производительность МК-реактора с дисковыми  

МК-модулями при общей площади мембран 10,3 м
2
 составит при условиях 1-го режима око-

ло 77 м
3
Н2/ч, а для условий 3-го режима (табл. 4) – 154 м

3
Н2/ч, что заметно выше, чем  

МК-конвертора с производительностью 40 м
3
Н2/ч [7]. Наиболее вероятной причиной более 

высокой оценочной производительности МК-реактора с дисковыми МК-модулями [14] яв-

ляются технологические условия и конструктивные параметры, обеспечивающие более вы-

сокую интенсивность отвода водорода через мембрану. 
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4. Выводы 

На примерах индивидуального мембранно-каталитического модуля дискового типа 

получения высокочистого водорода из метана и реактора из 32 МК-модулей этого типа 

для получения высокочистого водорода из дизельного топлива на хорошем количествен-

ном уровне подтверждена адекватность математической модели мембранного извлечения 

водорода в режиме идеального вытеснения с учетом химического взаимодействия в газо-

вой фазе.  

Расчетным путем с использованием модельных представлений показаны возможные 

пути повышения производительности и экономичности получения высокочистого водорода 

из метана и продуктов предварительной паровой конверсии дизельного топлива.  

Практически полное совпадение всего комплекса расчетных параметров  мем-

бранно-каталитических устройств дискового типа по двум разным математическим мо-

делям свидетельствует о том, что диффузионный отвод водорода через мембрану явля-

ется основной лимитирующей стадией процесса мембранного извлечения водорода, 

совмещенного с каталитическими процессами. Другие факторы, присущие «кинетиче-

ской» модели, такие как диффузия реагентов, через слой катализатора к поверхности 

мембраны (эффект «концентрационной поляризации»), неизотермичность мембранно -

каталитических устройств и теплопроводность слоя катализатора не оказывают суще-

ственного влияния.  

Математическую модель, адекватно описывающую экспериментальные и проектные 

данные, целесообразно использовать при проведении проектных и технологических расче-

тов, а также для выбора оптимальных параметров и режимов мембранно-каталитических 

устройств разных типов и геометрической формы для получения высокочистого водорода  

из различных видов углеводородного сырья. 
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The acceleration method of nuclear reactions is used to measure the content of lithium and ox-

ygen in zirconium oxides. The purpose of the study stems from the fact that there are no direct meth-

ods for determining lithium concentration in solids, while lithium is currently widely used for alloying 

alloys in aircraft construction, nuclear power engineering, electrochemical devices, and other fields of 

technology. It is shown that satisfactory metrological characteristics of the method are provided when 

using the 
6
Li(d, p0)

7
Li and 

7
Li(d, p)

8
Li reactions at a deuteron energy of 650 keV. 

Keywords: lithium, zirconium oxides, nuclear microanalysis, electrolysis, reduction. 
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Ускорительная методика ядерных реакций применена для измерения содержания ли-

тия и кислорода в оксидах циркония. Постановка исследования обусловлена тем, что для ли-

тия отсутствуют прямые методы определения его концентрации в твердых телах, а в настоя-

щее время литий широко применяется для легирования сплавов в авиастроении, ядерной 

энергетике, электрохимических устройствах и других областях техники. Удовлетворитель-

ные метрологические характеристики методики обеспечиваются при использовании реакций 
6
Li(d, p0)

7
Li и 

7
Li(d, p)

8
Li при энергии дейтронов 650 кэВ.  

Ключевые слова: литий, оксиды циркония, ядерный микроанализ, электролиз, восстановле-

ние. 

1. Введение 

Литий и его соединения находят широкое применение в различных областях техники. 

В частности, в ядерной энергетике изотоп 
6
Li служит промышленным источником для про-

изводства трития, а изотоп 
7
Li используется как теплоноситель. В настоящее время литий-

ионные аккумуляторы являются основным источником питания для всех автономных элек-

трических устройств, включая смартфоны, электромобили и межпланетные зонды. Легиро-

вание литием придает уникальные свойства алюминиевым сплавам: повышает их прочность, 

модуль упругости, уменьшает плотность, многие литий-алюминиевые сплавы можно свари-

вать в отличие от алюминиевых. Сплавы с литием находят все более широкое распростране-

ние в авиационном машиностроении. В связи с этими и другими применениями лития акту-

альной является задача определения концентрации лития в металлических сплавах и окси-

дах. Цель работы – применение ускорительной методики ядерных реакций (NRA) для изме-

рения концентрации лития в твердых телах и оценка метрологических характеристик мето-

дики NRA в этом случае. Постановка исследования обусловлена тем, что существующие 
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спектральные методы не обеспечивают получение надежных результатов для изотопов лег-

ких элементов, в том числе для лития, а методика NRA успешно применялась для многих 

изотопов легких элементов, например,
 2

H, 
16

O, 
18

O, 
14

N, 
15

N, 
12

C. Для измерения концентра-

ции изотопов лития в твердых телах методика NRA практически не применялась, в то же 

время при облучении ускоренными дейтронами и протонами на изотопах лития протекают 

ядерные реакции 
6
Li(d, p0)

7
Li и 

7
Li(d, p)

8
Li с большим выходом протонов [1, 2]. 

2. Образцы и методика 

Апробация методики NRA для изотопов лития проводилась при исследовании про-

цесса восстановления оксида ZrO2 при электролизе расплава LiCl-KCl-(1 мас. %) Li2O.  

Постановка такого исследования обусловлена тем, что расплавленные смеси на основе хло-

рида лития являются перспективными средами для осуществления ряда операций пирохими-

ческой переработки отработавшего ядерного топлива [3, 4]. Одной из таких операций  явля-

ется восстановление окисленного топлива при электролизе расплавов LiCl-Li2O или LiCl-

KCl-Li2O. Сущность операции заключается в том, что выделяющийся при электролизе ука-

занных расплавов литий селективно восстанавливает оксиды актинидов до соответствующих 

металлов, которые используют для изготовления топлива. В составе отработанного ядерного 

топлива в значительном количестве присутствует ZrO2, данные о степени восстановления 

литием которого противоречивы [5, 6]. 

Для приготовления использовали индивидуальные хлориды LiCl и KCl, которые по-

этапно нагревали под вакуумом, переплавляли в аргоне, после чего подвергали зонной пере-

кристаллизации [7]. Оксид в готовый расплав добавляли в виде предварительно приготов-

ленного концентрата LiCl-Li2O [4]. Все операции, включая хранение солей, выполнение экс-

периментов и вспомогательные операции проводили в сухом аргоновом боксе. 

Электрохимические измерения и электролиз проводили в стальном контейнере  

с исследуемым расплавом, который дополнительно изолировали от атмосферы бокса  

в кварцевой пробирке с фторопластовой крышкой. В крышке размещали противоэлек-

трод, два рабочих молибденовых электрода с одинаковой геометрической поверхностью 

(эталонный Mo и погруженный в тигель MgO с порошком ZrO2 электрод Mo/ZrO2), тер-

мопару и квазиэлектрод сравнения Bi-Li. Для проведения измерений и электролиза ис-

пользовали PGSTAT AutoLab 320N с ПО NOVA 1.11 (TheMetrOhm, Нидерланды). Темпе-

ратуру расплава измеряли и поддерживали при помощи термопары Pt/PtRh и модуля 

USB-ТС01 (NationalInstruments, США). Электролиз вели при температуре расплава 650  С 

в импульсном гальваностатическом режиме, обеспечивающем выделение лития и фикса-

цию потенциала электрода при отключении тока. 

По окончании электролиза восстановленный порошок ZrO2 извлекали из тигля MgO и 

промывали в дистиллированном спирте. Для определения состава восстановленного порошка 

использовали рентгенофазовый (XRD) анализ, метод карботермического восстановления и 

NRA. В последнем случае для определения содержания кислорода и лития в исследуемом 

порошке восстановленного оксида циркония использовали реакции 
16

O(d, p0)
17

O, 
6
Li(d, p0)

7
Li 

и 
7
Li(d, p)

8
Li. Источником ускоренных дейтронов служил 2 МВ ускоритель Ван де Граафа, 

энергия частиц первичного пучка дейтронов 650 кэВ. Спектры ядерных реакций регистриро-

вали с помощью кремниевого поверхностно-барьерного детектора площадью 1 см
2
. Дозу об-

лучения образцов измеряли с помощью вторичного монитора с погрешностью около 1,5 %. 

Измерения методом ядерных реакций выполнены на порошках. Для этого частицы порошка 

впрессовывали в пластину индия. В результате вблизи наружной поверхности образца фор-

мировался слой толщиной не менее 2 мкм, содержащий только частицы оксида. Плоская по-

верхность образцов устанавливалась перпендикулярно оси первичного пучка.  

Для вычисления значений концентраций кислорода и лития использовалась процедура 

сравнения спектров от исследуемого образца и образцов-эталонов с постоянной по глубине 
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концентрацией кислорода и лития. В качестве эталонов использовался порошок ZrO2, содер-

жание кислорода в котором в соответствии со стехиометрической формулой принималось 

равным 67 ат. % (26 мас. %), и Li2ZrO3, содержание лития в котором в соответствии со сте-

хиометрической формулой принималось равным 33,33 ат. % (9,06 мас. %). Значения концен-

траций вычислялись с использованием табулированных данных по тормозным способностям 

элементов [8]. 

3. Результаты и обсуждение 

Вольтамперные характеристики электролиза свидетельствовали о протекании в раз-

личных диапазонах напряжений и временных интервалов как процессов выделения лития на 

катоде, так и расходования восстановленного лития на последующие химические реакции, 

например, на восстановление порошка ZrO2.После электролизных испытаний порошок ZrO2 

приобрел темно-серую окраску. Согласно данным XRD анализа порошок после отмывки от 

солей содержал фазы ZrO2, Li2ZrO3 и ZrO0,334. По данным метода карботермического плавле-

ния в исходном порошке ZrO2 содержалось (26,3±0,95) мас. % кислорода, после восстанов-

ления наблюдалось понижение его содержания до (22,7±1,5) мас. %.  

На рисунке представлены спектры продуктов ядерных реакций. 

 

 

Спектры ядерных реакций от исследуемого порошка и эталонов: 

1 – Li2ZrO3; 2 – восстановленный ZrO2; 3 – ZrO2 

Из спектра для восстановленного оксида циркония видно, что порошок содержит в 

значительном количестве литий. Спектры лития накладываются на спектр кислорода, и это 

осложняло определение концентрации кислорода в порошке. По этой причине для определе-

ния концентрации кислорода в порошке использовали процедуру вычитания спектров. Она, 

конечно, приводила к значительной ошибке в определении концентрации кислорода. Были 

сделаны попытки найти более корректную процедуру для определения концентрации кисло-

рода, для этого проводили дополнительные эксперименты с облучением образцов не дейтро-

нами, а протонами, измеряли концентрацию не только изотопа 
16

О, но и 
18

О, регистрировали 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 4, 2020 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

33 

 

 

Determination of lithium content in solids by nuclear reaction technique / V. B. Vykhodets, T. E. Kurennykh, A. Yu. Nikolaev, 

A. V. Suzdaltsev, and Yu. P. Zaikov. – 2020. – Iss. 4. – P. 28–34. – DOI: 10.17804/2410-9908.2020.4.028-034.  

 

продукты реакций от изотопов лития 
6
Li и 

7
Li, варьировали энергии дейтронов и протонов, 

но улучшить ситуацию не удалось.  

Таким образом, можно констатировать, что изотопы лития являются благоприятными 

объектами для определения их концентрации в твердых телах с помощью методики NRA.  

С ее помощью концентрации лития на уровне 0,001 ат. % и выше могут быть измерены с точ-

ностью несколько процентов. Такой уровень измерений характерен в методике NRA для изо-

топов с высокими сечениями ядерных реакций. В то же время присутствие лития в образцах в 

значительных количествах будет осложнять измерение с помощью методики NRA низких 

концентраций изотопов других легких элементов, например кислорода, азота и углерода. 

При обработке представленных на рисунке спектров было установлено, что восста-

новленный при электролизе порошок имеет следующий состав: ZrLi0,87O1,98. Погрешности в 

индексах лития и кислорода были на уровне 2–3 %. Из формульной записи состава оксида 

легко получить, что массовая доля кислорода в исследуемом порошке составила (24,6±1) 

мас. %, Это значение, установленное с помощью методики NRA, в пределах статистической 

погрешности методик согласуется с таковым, полученным методом карботермического 

плавления: (22,7±1,5) мас. %. Методики ядерных реакций и карботермического плавления 

очень сильно отличаются по принципам, и такое согласие, конечно, свидетельствует о 

надежности обеих методик. Выше отмечалось, что по данным XRD анализа восстановлен-

ный порошок содержал фазы ZrO2, Li2ZrO3 и ZrO0,334. При использовании этих результатов и 

формульной записи оксида убеждаемся, что на 1 моль оксида ZrO2 в восстановленном по-

рошке приходится 0,67 моля цирконата лития Li2ZrO3 и 0,41 моля оксида ZrO0,334. Таким об-

разом, полученные в работе данные свидетельствуют о том, что при электролизе с высокой 

эффективностью происходило восстановление ZrO2 преимущественно до оксидов циркония 

низшей валентности и цирконатов лития. Восстановления до металлического циркония в ра-

боте не обнаружено. 

4. Заключение 

В работе показано, что применение ускорительной методики ядерных реакций позво-

ляет определять концентрации лития в твердых телах выше 0,001 ат. % с точностью до не-

скольких процентов от измеряемой величины. Этот уровень измерений достаточен для ре-

шения большинства задач, возникающих при использовании лития в авиастроении и других 

областях техники. 

Получены новые данные о восстановлении диоксида циркония ZrO2 при электролизе 

расплавов на основе хлорида лития. Установлено, что восстановление происходит преиму-

щественно до оксидов циркония низшей валентности и цирконатов лития, при этом степень 

восстановления до металлического циркония крайне мала. 
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An example of samples with a cellular architecture, obtained by selective laser melting,  

is used to study the influence of the building direction of cellular objects on the characteristics of 

fracture under cyclic loading. The origin of their fracture has been revealed. The mechanism provid-

ing increased fatigue fracture resistance of objects which, along with the cellular structure, have an-

isotropy of properties due to the technological features of their production has been determined. 

Keywords: selective laser melting, cellular structures, high-cycle fatigue, fracture. 
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В работе на примере образцов с ячеистой архитектурой, полученных лазерным селек-

тивным сплавлением, рассмотрено влияние направления синтеза объектов ячеистой формы 

на характеристики разрушения в условиях циклического нагружения. Выявлены особенности 

в характере их разрушения и установлен механизм, обеспечивающий повышенное сопротив-

ление усталостному разрушению объектов, имеющих наряду с ячеистым строением анизо-

тропию свойств, обусловленных технологическими особенностями получения. 

Ключевые слова: селективное лазерное сплавление, ячеистые структуры, многоцикловая 

усталость, разрушение. 

1. Введение 

Развитие технологии селективного лазерного сплавления (СЛС) позволяет создавать 

изделия со сложной пространственной геометрией, которые сложно, а иногда и невозмож-

но изготовить традиционными методами литья, деформационной и механической обработ-

ки. Ярким примером является изготовление материалов с ячеистой структурой [1 , 2]. Изде-

лия с подобными структурами нашли широкое применение в медицине [3, 4] и промыш-

ленности [5]. В настоящее время подробно изучено влияние технологических параметров 

на особенности формирования ячеистых структур [1, 6]. Одним из наиболее значимых па-

раметров при селективном сплавлении является ориентация модели относительно направ-

ления печати [7, 8]. Для сплошных образцов выявлено влияние ориентации оси нагружения 

относительно направления печати образцов [9–13]. 

В то же время в известных работах по определению выносливости ячеистых структур 

внимания влиянию ориентации образца на долговечность [14, 15] и на сопротивление разру-

шению практически не уделяется. Особое внимание заслуживает изучение усталостных ха-

рактеристик и особенностей сопротивления разрушению при циклических видах нагружения 

как наиболее опасных [16, 17]. Выявленные на различных структурных уровнях закономер-

ности позволят создать модели и цифровые двойники, учитывающие анизотропию свойств 

таких изделий, что в свою очередь облегчит прогнозирование ресурса [18]. В то же время, 
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проведенные исследования ярко демонстрируют, что при разработке технологических про-

цессов СЛС необходимо учитывать напряженно-деформированное состояние, возникающее 

при работе изделия [19]. 

Цель настоящей работы – выявление особенностей разрушения ячеистых образцов в за-

висимости от их ориентации относительно направления воздействия циклической нагрузки. 

2. Материал исследования 

Материалом исследований были выбраны ячеистые образцы прямоугольной формы. 

Модель ячеистой структуры и фотография боковой стороны образца представлены на рис. 1. 

 

  

а б 

 

в 

Рис. 1. Макет сетчатой структуры, состоящей из пересекающихся полых шаров (а), и сегмент 

ячеистой структуры, демонстрирующий наличие каналов и отверстий между пересекающи-

мися сферами (б); фото боковой стенки (в) 

Ячеистая структура образцов выполнена в виде объемной решетки с расположением 

узлов на поверхности полых шаров, соединенных перемычками. Такая геометрия обеспечила 

относительную плотность (80 %) на этапе электронной модели, которая может изменяться в 

результате особенностей процесса изготовления [20]. Можно отметить изменение формы 

нависающих стенок конструкции под собственным весом и изменение геометрии относи-

тельно электронной модели (рис. 1 в). 

Образцы размером 20×20×20 мм были получены методом селективного лазерного 

сплавления титанового порошка марки Ti-6Al-4V на установке EOSINT 280 при параметрах, 

установленных производителем для порошка данной марки и толщине слоя 30 мкм в среде 

аргона при давлении 5,0 атм. Фракционный состав порошка характеризовался следующими 

значениями диаметра сферических частиц: D-values D10 ¼ 20 мкм; D50 ¼ 35 мкм; D90 ¼  
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45 мкм. Все образцы были получены в одной сессии СЛС без использования поддержек  

с применением кросс-штриховки с углом поворота между слоями 68º. 

Образцы с ячеистой структурой были обработаны на электроискровом станке для 

придания параллельности сторон. Образцы имели размер 20×20×20 мм и состояли из 4×4×4 

элементарных ячеек. 

3. Методика эксперимента 

Статическое нагружение образов по схеме одноосного сжатия выполнялось на элек-

тромеханической испытательной машине INSTRON 3382 со скоростью перемещения захвата 

1,8 мм/мин. В ходе нагружения фиксировались перемещение подвижного захвата и усилие, а 

также выполнялась видеозапись одной из боковых поверхностей. Условия испытаний и ана-

лизируемые механические свойства установлены ISO 13314. 

Циклическое нагружение призматических образцов размером 20×20×20 мм проведено 

на высокочастотной резонансной испытательной машине MIKROTRON 20 kN (RUMUL) при 

синусоидальном режиме приложения нагрузки по схеме одноосного «сжатия–сжатия» с ко-

эффициентом асимметрии цикла R = 0,1. Испытания проведены в условиях мягкого нагру-

жения с контролем по нагрузке. Максимальное усилие цикла составляло Fmax = 1,6 кН, что 

соответствовало максимальному условному напряжению в цикле 4 МПа. В ходе эксперимен-

та контролировались изменения резонансной частоты колебания, величина перемещения по-

движного захвата и количество циклов нагружения. В обоих случаях циклического и стати-

ческого нагружения выполнялось наблюдение характера разрушения объекта оптическим 

методом. 

Исследуемые образцы испытывались в двух направлениях. Осевое нагружение при-

кладывалось в направлении печати образцов (BD) и под углом 90º к направлению печати. 

Микроструктурные и фрактографические исследования были проведены на двухлуче-

вом электронно-ионном микроскопе ThermoFischer Scios II LowVac. 

4. Результаты и обсуждение 

Для нижней поверхности балки характерно провисание металла под собственным 

весом в процессе СЛС, что является особенностью в формировании геометрии образцов с 

ячеистой архитектурой. Верхняя поверхность отличается меньшей кривизной благодара 

тому, что ранее кристаллизовавшиеся слои металла выступают поддержкой. В структуре 

наблюдается α-мартенсит игольчатой морфологии вследствие высокой скорости охлажения, 

обусловленной малым объемом ванны расплава и высокой скоростью теплоотвода в ранее 

кристаллизовавшиеся слои. Исходное β-зерно либо имеет равноосную форму, либо вытянуто 

вдоль направления синтеза в результате эпитаксиального роста. Относительно крупные поры 

(10–40 мкм) в основном располагаются по границам ванны расплава, по-видимому в 

результате объемного эффекта при кристаллизации металла или недостаточной глубины 

проплавления (рис. 2 а). Газовая пористость, представленная более мелкими порами 

(единицы мкм), имеет более равномерное распределение (рис. 2 б). 
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а б 

Рис. 2. Структура балки ячеистой структуры (направление синтеза вверх) 

Согласно результатам механических испытаний установлено, что диаграмма сжатия 

демонстрирует характерное для пористых (>50 % пор) материалов поведение (рис. 3) [21]. 

Запись изображений боковой поверхности образцов как в ходе статического, так и при цик-

лическом нагружении позволила проследить процесс разрушения и выявить закономерности 

в разрушении элементов архитектуры исследуемого материала (рис. 4 и 6). В условиях ста-

тического нагружения за участком упругой деформации (рис. 4 а) следует резкое падение 

нагрузки, связанное с выходом из строя первого сегмента ячеистой структуры (рис. 4 б). Да-

лее следует участок плато, напряжения на котором изменяются скачкообразно в результате 

пластической деформации и «схлопывания» отдельных ячеек (рис. 4 в), однако среднее 

напряжение на этом участке меняется незначительно. На заключительном этапе после закры-

тия всех пор реализуется деформационное упрочнение монолитного материала, сопровож-

дающееся ростом напряжения (рис. 4 г). 

 

 

Рис. 3. Диаграмма статического сжатия 
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в г 

Рис. 4. Общий вид образца на различных стадиях статического сжатия: 

а – стадия 1; б – стадия 2; в – стадия 3; г – стадия 4 

По результатам предварительных испытаний установлено, что уровень напряжения, 

при котором происходит усталостное разрушение образца на базе ≈2×10
5
 циклов, составляет 

примерно 0,3 от σps (proof strength).  

Как уже отмечалось, в зависимости от направления печати материал образца обладает 

выраженной анизотропией свойств и, как следствие, различным сопротивлением распро-

странению трещин [22]. Кроме того, для материалов с ячеистой архитектурой, изготовлен-

ных методом СЛС, характерно нарушение формы, связанное с появлением овальности при 

печати сфероидальных элементов (рис. 1 в). Учет указанных особенностей при проектирова-

нии и изготовлении ответственных конструктивных элементов является важной прикладной 

инженерной задачей. 

Типичное поведение ячеистого материала в условиях циклического нагружения отра-

жено на графиках (рис. 5). Так, в исходном состоянии размах деформации в результате при-

ложения нагрузки одинаков независимо от ориентации образца. Общее количество циклов до 

разрушения 3×10
5
 и 1,4×10

5
, т. е. отличается более чем в два раза при сохранении идентич-

ной жесткости и без потери устойчивости. 

В качестве информативного параметра, учитывающего потерю устойчивости, было 

выбрано положение траверсы, задающей среднее усилие. После сжатия образца на 0,1 мм 

эксперимент останавливался. При этом визуально наблюдались множественные растрески-

вания. Несмотря на это после полной разгрузки образец принимал свою исходную форму,  

а его несущая способность снижалась незначительно, т. е. объект находился в состоянии, 

предшествующем его катастрофическому разрушению.  

На графике рис. 5 представлены совмещенные диаграммы статического перемеще-

ния траверсы (задает среднее усилие цикла), из которых видно, что начало потери устойчи-

вости образцов, ориентированных вдоль параллельного направления приложения усилия  

в направлении BD происходит после 2×10
5
 циклов нагружения. В то время как при ориен-

тации «направление приложения усилия перпендикулярно направление печати BD» начало 

потери устойчивости начинается до достижения 2×10
4
 циклов нагружения. 
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Рис. 5. Диаграммы циклического нагружения ячеистых образцов в направлении плоскости 

BD (-) и перпендикулярно BD (-) 

 

а 

 

б 

Рис. 6. Боковая поверхность ячеистого образца при различной ориентации относительно оси 

приложения циклического нагружения: а – ориентировка XO-BD; б – ориентировка BD 

Из анализа оптических изображений (рис. 6), сделанных в ходе эксперимента, уста-

новлено, что в ходе усталостного нагружения при ориентации плоскости печати образцов 

вдоль оси нагружения и напряжениях, составляющих σmax = 0,3σps, первые признаки разру-

шения возникли при N = 1,23×10
5
 циклов. Разрушение происходило преимущественно в 

плоскости печати. При циклическом нагружении в направлении, перпендикулярном печати, 

траектория распространения магистральной трещины также совпадала с плоскостью печати. 

В обоих случаях разрушение ячеистых образцов реализовывалось поэтапным разрушением 

отдельных сегментов. Выявленной особенностью усталостного разрушения ячеистого образ-

ца является то, что при нагружении в направлении, перпендикулярном плоскости печати, 
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максимальное количество циклов составило N = 3×10
5
, что более чем в два раза превышает 

количество циклов нагружения для образца при его ориентации, реализующей нагружение 

вдоль плоскости печати.  

Таким образом, возможная причина увеличения долговечности объекта при его ориен-

тации, реализующей циклическое нагружение вдоль направления BD, это выявленная особен-

ность механизма разрушения материалов со сложной архитектурой – наличие двух конкури-

рующих процессов: разрушения в главной плоскости в результате приложения циклических 

нагрузок и разрушение отдельных элементов, связанное с особенностью синтеза исследуемого 

класса материалов. Предположение о протекании конкурирующих процессов разрушения  

в направлении BD подтверждается результатами фрактографического анализа (рис. 7). При 

нагружении образцов в направлении, перпендикулярном плоскости BD, рельеф сглаженный, 

характерный для усталостного разрушения. Разделение сегментов произошло в одной глав-

ной плоскости (рис. 7 а). 

 

  

а б 

Рис. 7. Поверхность разрушения образца при нагружении перпендикулярно  

напрвлению BD 

Несмотря на наличие зон несплавления (рис. 7 б, указано стрелкой) вторичных тре-

щин не наблюдается, т. е. локальные несплошности в виде непроплавов не являются концен-

траторами, вызывающими формирование вторичных трещин. В то же время наблюдаемые на 

изломах непроплавы являются «плоскими порами», вытянутыми поперек направления 

сплавления, в результате разрушение по этой плоскости облегчено. 

В случае приложения циклических нагрузок вдоль направления BD магистральная 

трещина также распространяется и в перпендикулярной плоскости (рис. 8).  

При большем увеличении наблюдается множественное растрескивание ортогонально 

к плоскости распространения магистральной трещины (рис. 9). Как и в случае нагружения 

образца в направлении, перпендикулярном BD, распространение трещин в большинстве слу-

чаев происходит в объеме материала, т. е. участки зон сплавления отдельных частиц порош-

ка в данном случае не являются концентраторами. А трещины на боковой поверхности рас-

пространяются вдоль границ структурных элементов. 
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Рис. 8. Фрактограммы поверхности разрушения ячеистого образца при ориентации BD  

вдоль оси приложения нагрузки 

  

а б 

Рис. 9. Боковая поверхность стенки: а – РЭМ; б – ионное травление 

Таким образом установлено, что причиной увеличения долговечности объекта при 

его ориентации, реализующей циклическое нагружение вдоль направления BD, является 

выявленная особенность механизма разрушения. Так, при данной ориентации в условиях 

циклического нагружения при усталостном разрушении наблюдаются два конкурирую-

щих процесса: разрушение отдельных сегментов по плоскости печати и формирование 

вторичных трещин в перпендикулярном направлении, блокирующих распространение ма-

гистральной. Стоит отметить, что в условиях статического нагружения подобного эффек-

та не наблюдается.  

  

BD 
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5. Заключение 

Продемонстрировано влияние направления синтеза объектов ячеистой формы, полу-

ченных лазерным селективным сплавлением, на характеристики разрушения в условиях цик-

лического нагружения. Установлено, что при ориентации образца в направлении приложе-

ния усилия, совпадающем с направлением синтеза, усталостное разрушение носит сложный 

характер, обеспечивающий тем самым повышенное сопротивление усталостному разруше-

нию. Выявленная особенность подчеркивает важность выбора ориентации модели для лазер-

ной 3D-печати для рационального проектирования изделий. 
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Numerical simulation of the underwater motion of flight vehicles launched from underwater 

is performed. The updated method of plane sections is used to determine the hydrodynamic parame-

ters of flight vehicles under multiphase flow. Hydrodynamic loading can be evaluated through the 

determination of nonstationary boundaries of a gas cavity and the linear load on the water-flown aft. 

By the method of plane sections, the 3D boundary value problem of the cavitational flow of a flight 

vehicle at an attack angle resolves itself into a plane hydrodynamic problem, separate for each sec-

tion of the cavity. The predicted results are compared with the experimental data. Validation and 

verification were performed by comparing the analysis results with the experimental data. The ap-

plicability of the method of plane sections to the determination of the hydrodynamic parameters of 

flight vehicles under multiphase flow is demonstrated.  

Keywords: multiphase flow, cavitation, cavity, method of plane sections, mathematical and physi-

cal simulation. 
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Проведено численное имитационное моделирование движения под водой летательных 

аппаратов, стартующих из-под воды. Применена модернизированная методика плоских се-

чений для определения гидродинамических характеристик летательных аппаратов при мно-

гофазном обтекании. Вычисление гидродинамических нагрузок заключается в определении 

нестационарных границ газовой каверны и погонной нагрузки на замытую кормовую часть. 

Трехмерная краевая задача о кавитационном обтекании летательного аппарата под углом 

атаки с помощью метода плоских сечений сводится к плоской гидродинамической задаче 

отдельно для каждого сечения каверны. Результаты расчетов сравниваются с эксперимен-

тальными данными. Валидация и верификация проведены путем сравнения результатов рас-

четов с опытными данными. Показана возможность использования модернизированного ме-

тода плоских сечений для определения гидродинамических характеристик летательных ап-

паратов при многофазном обтекании.  

Ключевые слова: многофазное обтекание, кавитация, каверна, метод плоских сечений,  

математическое и физическое моделирование. 

1. Введение 

При большой скорости движения под водой летательных аппаратов, стартующих из-

под воды, возможно возникновение кавитации корпуса: у стенок обтекаемого тела вслед-

ствие местного понижения давления в потоке происходит вскипание воды. Газовые каверны 

на аппарате формируются также при прохождении аппаратом образующихся при старте га-

зовых полостей или искусственным путем за счет подачи в область разрежения на теле воз-

духа или иного газа. С возникновением кавитации нарушается сплошность потока и изменя-

ется силовое воздействие жидкости на тело. При совпадении направления силы тяжести и 

направления нисходящего вертикального потока возникают новые закономерности кавита-

ционных течений, а образующиеся при этом каверны носят название вертикальных каверн. 

Для снижения гидродинамических нагрузок при выходе из контейнера и обеспечения устой-

чивого движения аппарата на подводном участке траектории применяют искусственную ка-

витацию, когда на корпус тела подводят газ из задонного объема через кольцевой зазор кон-

тейнера или установленного на аппарате газогенератора, а положение образующейся газовой 

mailto:ofpat@mail.ru
mailto:moshkin_igor@mail.ru
mailto:ofpat@mail.ru
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полости (каверны) фиксируют относительно корпуса путем организации схода струй воды с 

его насадка. Этот способ снижения нагрузок реализован на ряде изделий. 

В процессе создания летательных аппаратов, которые движутся на подводном участке 

траектории в режиме кавитации в вертикальном направлении, проведены широкие экспери-

ментальные и теоретические исследования кавитационного обтекания изделий в условиях 

значительного изменения вдоль оси каверны гидростатического давления. Для этого выпол-

нены исследования кавитационного обтекания моделей вертикальным нисходящим потоком 

при различных углах атаки, баллистические испытания моделей аппарата в гидробассейнах и 

открытых водоемах и запуски полноразмерных макетов летательных аппаратов в натурных 

условиях. Изучены форма каверны, унос газа из каверны, зависимости гидродинамических 

характеристик летательного аппарата от реализующихся при старте параметров каверн на 

участках движения аппарата в контейнере, в воде и при выходе из воды. Газ для образования 

каверны может поступать из пузыря, образующегося у верхнего среза контейнера, или пода-

ваться из носовых газогенераторов аппарата; чаще используется комбинированный способ 

захвата газа из пузыря и работы носового газогенератора (рис. 1). Использование того или 

иного способа образования и развития каверны зависит как от схемы старта, так и от пара-

метров уже выбранной схемы – скорости движения аппарата при выходе из пузыря и на под-

водном участке, размеров кавернообразующего насадка, количества газа, поступающего в 

пузырь для образования начальной каверны, интенсивности его подачи и др.  

Одной из наиболее сложных проблем, возникающих при реализации кавитационного 

старта, является задача определения гидродинамических нагрузок. При решении этой задачи 

возникают значительные математические трудности вследствие сложности протекающих 

физических процессов. Поэтому значения гидродинамических сил и моментов определяются 

в основном по результатам баллистических и весовых испытаний моделей, испытаний маке-

тов изделия с плавстенда и подводного носителя. Задача расчетно-теоретического определе-

ния гидродинамических характеристик летательного аппарата при кавитационном способе 

до настоящего времени остается актуальной. Для решения задачи необходимо определить 

изменяющуюся во времени форму границ каверны и рассчитать погонную нагрузку при 

смыкании границ каверны на корпус аппарата. 

Цели работы – разработка метода определения гидродинамических характеристик ле-

тательного аппарата при многофазном обтекании на подводном участке траектории; сведе-

ние трехмерной краевой задачи о кавитационном обтекании летательного аппарата под уг-

лом атаки с помощью метода плоских сечений к плоской гидродинамической задаче отдель-

но для каждого сечения каверны; проведение сравнения расчетов с экспериментальными 

данными. 

2. Материал и методика 

Старт летательного аппарата из-под воды широко внедрен у нас и за рубежом с 60-х гг. 

При этом на подводном участке траектории аппараты испытывают наибольшие нагрузки, что 

приводит к повышенным требованиям к прочности аппарата и его стабилизации. В результа-

те проведенных исследований было установлено, что наиболее эффективное снижение стар-

товых нагрузок можно достичь при переходе от режима сплошного обтекания к кавитацион-

ному обтеканию аппарата. Кавитационный способ был реализован на летательном аппарате 

РСМ-52 (ГРЦ Макеева) [1] и РСМ-45 (КБ «Арсенал») [2]. Кавитационное обтекание аппарата 

достигается формированием каверны при установке на носке аппарата кавитатирующего 

устройства и источника наддува каверны – газогенератора, так что верхняя часть аппарата 

размещается в газовой каверне и на нее практически не действуют гидродинамические силы.  

В исходном положении (рис. 1 а) аппарат 1 с размещенными на его носовой части 

квитирующим насадком 2 и газогенератором 3 находится в контейнере 4, на корме аппарата 

3 закреплен обтюратор 5, частично перекрывающий проходное сечение кольцевого зазора.  
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В контейнере располагается пороховой аккумулятор давления 6, верхний срез контейнера 

загерметизирован мембраной, старт аппарата осуществляется из незатопленнго водой кон-

тейнера. После запуска порохового аккумулятора давление в контейнере быстро возрастает, 

при достижении избыточного давления в контейнере происходит вскрытие мембраны и над 

верхним срезом контейнера образуется газовый пузырь 7. При прохождении газового пузыря 

за квитирующим насадком формируется газовая каверна 8, которая защищает аппарат от 

набегающего потока воды. Длина каверны при движении в воде постепенно растет как за 

счет поступления газов газогенератора, так и за счет естественного расширения газа, нахо-

дящегося в каверне, в соответствии с уменьшением гидростатического давления при верти-

кальном движении аппарата. 

 

 

Рис. 1. Схема обтекания аппарата при кавитационном способе движения: 1 – летательный 

аппарат; 2 – кавитирующий насадок; 3 – газогенератор наддува каверны; 4 – контейнер;  

5 – обтюратор; 6 – пороховой аккумулятор давления; 7 – газовый пузырь;  

8 – носовая каверна; 9 – донная каверна 

Согласно гипотезе о «независимом расширении» поперечных сечений каверны трех-

мерная задача о кавитационном обтекании аппарата под углом атаки сводится к плоской 

гидродинамической задаче отдельно для каждого сечения [3, 4]. Однако этот метод нельзя 

непосредственно использовать в нашем случае, когда в потоке жидкости кроме каверны при-

сутствует за кавитирующим насадком еще и корпус аппарата. Конкретное поперечное сече-

ние каверны может либо пересекаться с телом, либо нет, либо содержать его внутри себя. 

Это приводит дополнительно к задаче определения погонной нагрузки при пересечении гра-

ницами каверны цилиндрического корпуса аппарата (рис. 1 г, д).  
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При расчете формирования каверны всю область, заполненную жидкостью, разобьем 

на жидкие слои горизонтальными плоскостями (рис. 1). В жидком слое радиус сечения ка-

верны растет после прохождения его кавитирующим насадком, достигает своего наибольше-

го значения, а затем уменьшается. Расчет каверны будем проводить в каждом жидком слое 

согласно принципу «независимости расширения» сечения каверны Sк [3, 5]: 
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где 𝑆к = р𝑟к
2, 𝑟к – радиус каверны,  gPPP к −−=  )(),( ; P и Pк – давления в воде 

на уровне среза контейнера и в каверне; Cx0, Sн, Rн – коэффициент сопротивления, площадь  

и радиус насадка соответственно; , t, V – соответственно координата сечения, время и ско-

рость его прохождения насадком;  – плотность воды; a – эмпирический коэффициент  

(a = 1,5...1,9). 
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которые имеют постоянный и одинаковый нижний предел. Тогда уравнение (1) запишется в 
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где )(0 tJ , )(1 tJ , )(1 tJ , V и t выбираются из таблиц, организованных в процессе расчета. 

При расчете продольного движения аппарата в контейнере будем рассматривать рав-

ноускоренное движение ( )constxp =0
 , при котором осевая перегрузка аппарата будет ми-

нимальной. Требуемый массовый расход порохового аккумулятора давления при равноуско-

ренном движении аппарата в контейнере и гидростатическом давлении P∞ находится по 

формуле 
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где m0 – текущая масса газа в подаппаратном объеме; цобт SS /= ; обтS  – проходное сече-

ние в обтюраторе; цS  – площадь сечения цилиндра. 

Используя рассчитанные формы каверны и области смыкания границ каверны на кор-

пус аппарата, перейдем к задаче определения погонной нагрузки. Кавитирующий насадок, 

проходя сквозь плоскость жидкости, порождает элемент каверны, который расширяется по 

инерции, преодолевая внешнее избыточное давление. Через некоторый промежуток времени 

запас кинетической энергии исчерпывается, поперечное сечение каверны достигает макси-

мальной площади, после чего начинает постепенно сужаться. Сечение каверны, кроме того, 
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испытывает сопротивление жидкости и сносится поперечным потоком. Наконец наступает 

такой момент, когда сечение каверны коснется с наветренной стороны поверхности тела 

(рис. 1 г, сеч. А) и начнется несимметричное смыкание каверны на цилиндрическую поверх-

ность тела. Обычно форма кавитирующего насадка близка к диску и при вертикальном дви-

жении тела поперечное сечение каверны на протяжении всего своего развития, вплоть до 

момента начала смыкания на тело, остается близким к круговому, а скорость сноса его близ-

ка к скорости подводного носителя U. 

Решение будем искать в конечной области, а именно – в кольцевом слое, ограничен-

ном в начальный момент снаружи круговой цилиндрической поверхностью S2 радиуса R20, а 

изнутри – поверхностью S1 радиуса R10 (R10 < R20), равного в начальный момент радиусу ка-

верны. На рис. 2 представлена схема течения в кольцевом слое и принятые обозначения при 

решении задачи. Кроме того, будем считать жидкость идеальной невесомой и несжимаемой, 

а вызванное течение жидкости – потенциальным. На поверхности каверны S1, как обычно, 

должно выполняться условие постоянства давления 

)(
1

tPP кS
= , 

где Pк(t) – давление газов в каверне. При t > 0 на поверхности S1 возникает поверхность кон-

такта тела с жидкостью, размеры которой будут постепенно расти и определяться величиной 

центрального угла 2с. На смоченной части поверхности тела ST должно выполняться усло-

вие непротекания, т.е. производная от искомого потенциала скоростей  по нормали n


 

должна удовлетворять равенству 




cosU
n

TS

=



, при СС  − . (5) 

 

 

Рис. 2. Схема течения и принятые обозначения в кольцевом слое 

В качестве внешней ограничивающей поверхности S2 примем некоторую свободную 

поверхность, аналогичную, например, наблюдаемой в гидродинамических трубах с открытой 

рабочей частью. Граничное условие на этой свободной поверхности невесомой и несжимае-

мой жидкости можно записать в виде 
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),(
2

1 2

2

2




t
t S

=



, (6) 

где 2(t, ) – абсолютная скорость жидкости на свободной поверхности. Проводя интегриро-

вание последнего уравнения по времени, найдем для каждого момента времени распределе-

ние потенциала на поверхности S2 

),(2
2

 t
S
= . (7) 

Таким образом, теоретическое решение поставленной задачи сведено к нахождению в 

кольцевом слое 𝑅10 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅20 потенциала скоростей , удовлетворяющего уравнению 

Лапласа и граничным условиям (5) – (7). Эта краевая задача решена в работах [6, 7] аналити-

ческим методом с помощью разложения в ряд искомой гармоничной функции . Аналитиче-

ское решение получено в виде зависимостей погонной нагрузки 
𝑑𝐶𝑦

б

𝑑�̅�
 от кинетических пара-

метров в кольцевом слое 

 сссс

y
RR

xd

dС







sincos)(cos
4

11

 −−= . (8) 

А также значение коэффициента Су
б
 как результат интегрирования по замытым на 

корпус слоям 

)
~

sin4
~

2sin
~

2(
1

1 снссy RС 


 −+= . (9) 

Здесь значения с
~

 и нR1


берутся в нижнем кольцевом слое пересечения границ ка-

верны, например точка Б (рис. 1 г). Из последнего равенства следует, что при полном смыка-

нии нижнего слоя на цилиндр  =с

~
, коэффициент 0,2=

nС . Этот результат совпадает с 

известным результатом Г.А. Логвиновича, когда тело обтекается в режиме частичной кави-

тации [3]. 

Если значения 1R и 1R  получаются для каждого слоя в процессе расчета формирова-

ния каверны, то с


 рассчитываем по формуле [6]: 




=

==
1

)1( sin
n

cn
c

с nk
td

d



 , (10) 

где 
)1(

nk – коэффициент из аналитического решения; 
TR

tU
t =  – безразмерное время. 
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В формулах (8), (9) и (10) приняты следующие безразмерные величины: 

VUR

У
С

T

y




2

2
= ; У – боковая нагрузка на аппарат; V – продольная скорость; 

TR

y
y = , 



y
x = ; 

V

U
= ; 

U

R
R 1

1




= ; 
121 R

U

R
R T 

= ; 
U

k
k n

n

)1(
)1( = ; 

dt

d

U

R cT
с


 =
 . 

При кавитационном способе старта, как и при других способах, наибольшие изгиба-

ющие гидродинамические моменты возникают во время выхода аппарата из контейнера под 

действием поперечного потока жидкости, скорость которого определяется скоростью под-

водного носителя. Сравнительный анализ уровня нагрузок для различных способов старта 

можно определить безразмерным импульсом гидродинамического момента, действующего 

на аппарат за время выхода из контейнера mzJ . На рис. 3 представлен безразмерный импульс 

момента mzJ  поперечной нагрузки относительно оси, лежащей в плоскости обтюратора, за 

время выхода модели из контейнера, при 16,0=u  зависимости от безразмерной длины ка-

верны Кl :  

сплmz

кавmz

mz
J

J
J = , 

где кавmzJ ; сплmzJ  – импульсы момента zm  ))1(( Кyz lСm −= 
 при кавитационном и 

сплошном обтекании; ршVUu /= ; U – скорость подводного носителя; ршV  – скорость выхо-

да аппарата из контейнера; Lll КК /= ; Кl  – длина каверны; L – длина аппарата. Из графика 

рис. 3 следует, что при 8,0=Кl  безразмерный импульс момента при кавитационном старте 

составляет примерно десятую часть импульса при обычном  старте ( 0=Кl ). Это свидетель-

ствует о возможности достижения высокой эффективности кавитационного способа старта 

за счет длины каверны.  

 

 

Рис. 3. Зависимость безразмерного импульса момента 
mzJ  от безразмерной длины  

каверны Кl : сплошная линия – расчет; значки – эксперимент 
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В заключение отметим, что при известных зависимостях от времени коэффициента 

yC  и длины каверны Кl , пользуясь гипотезой плоских сечений, можно найти и все оставши-

еся коэффициенты, например коэффициент вращательных производных ( )..1 мцy

w

y xCC z −=  , 

поперечную присоединенную массу ( )KТ lR −= 12

22   и др. [6]. 

3. Результаты и обсуждение 

В данном разделе приводятся результаты экспериментальных исследований моделей в 

гидротрубах, полученные в АО «Государственный ракетный центр имени академика В.П. 

Макеева» во время проведения научно-исследовательских и опытно-конструкторских работ. 

На рис. 4 представлены фотографии картины кавитационного обтекания модели. Для каждой 

фотографии указаны значения числа кавитации, угла атаки, относительного диаметра диска. 

Фотографии на рис. 4 (в двух проекциях) позволяют получить информацию о размерах и 

форме замытой водой части модели. На рис. 5 и 6 представлены зависимости коэффициента 

сопротивления Сх и коэффициента нормальной силы Су от числа кавитации  и угла атаки . 

Анализ картины течения позволяет выделить три основных режима кавитационного обтека-

ния, характеризующихся различным взаимным положением модели и каверны и соответ-

ственно своими особенностями гидродинамических характеристик. На первом режиме − ре-

жим бесконтактного обтекания – модель полностью находится внутри каверны, с жидкостью 

взаимодействует только кавернообразующий насадок. В этом случае сопротивление и нор-

мальная сила тела равны сопротивлению и нормальной силе кавернообразующего насадка. 

Для насадка в виде диска, установленного перпендикулярно оси аппарата, коэффициент со-

противления Сх равен  

2
cos)1(82,0

Нх
dС += ,

 

а коэффициент нормальной силы равен нулю (Су = 0). После касания хвостовой частью мо-

дели границ каверны происходит переход ко второму режиму обтекания, при котором кор-

пус модели пересекает границу каверны. Увеличение числа кавитации  > max приводит к 

дальнейшему уменьшению размеров каверны, длина каверны становится меньше длины те-

ла, хвостовая часть каверны смыкается на корпусе тела, что характерно для третьего режима 

обтекания − обтекания с частичной кавитацией. Переход от второго к третьему режиму обте-

кания сопровождается быстрым падением несущих свойств летательного аппарата. 

Полученная система уравнений (раздел 2) была реализована в программном комплек-

се CNC_RNSG [8], разработанном Южно-Уральским федеральным научным центром мине-

ралогии и геоэкологии УрО РАН совместно с АО «Государственный ракетный центр имени 

академика В.П. Макеева» в рамках государственного задания ЮУ ФНЦ МиГ УрО РАН по 

теме № 0431-2014-0001. Этот программный комплекс был оттестирован на эксперименталь-

ных данных, полученных на большой скоростной гидродинамической трубе 23К25. Валида-

ция и верификация проведены путем сравнения результатов расчетов с опытными данными. 

Программный комплекс зарегистрирован в Роспатенте. Для проверки имитационного моде-

лирования проведено сравнение расчетов с экспериментальными данными, полученными в 

гидробассейне, где были проведены пуски крупномасштабной модели летательного аппарата 

из контейнера. 

 

https://elibrary.ru/item.asp?id=39329744
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Рис. 4. Фотографии кавитационного обтекания модели 
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Рис. 5. Зависимости коэффициента сопротивления Cx от числа кавитации  

 

Рис. 6. Зависимость коэффициента нормальной силы Cy от числа кавитации   

На рис. 7 приведено сравнение расчетных профилей каверн с экспериментальными 

данными, полученными на экспериментах в большой скоростной гидродинамической трубе, 

красной линией обозначен профиль каверны, полученный расчетным путем. Результаты 

предоставлены для трех режимов обтекания: обтекание в суперкаверне, когда летательный ап-



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 4, 2020 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

60 

 

 

Pegov V. I. and Moshkin I. Yu. Applying the method of plane sections to evaluating the parameters of flight vehicles  

under multiphase flow // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2020. – Iss. 4. – P. 48–61. – 

DOI: 10.17804/2410-9908.2020.4.048-061. 

 

парат полностью находится в каверне; обтекание при развитой кавитации, когда большая по-

верхность летательного аппарата находится в каверне; обтекание при частичной кавитации. 

Моделирование процесса разделения каверны летательного аппарата от газовой полости, обра-

зующейся у верхнего среза контейнера, проводилось в гидробассейне. На рис. 8 представлено 

сравнение расчетных и экспериментальных профилей каверны для крупномасштабной модели 

летательного аппарата, полученных с помощью видеосъемки в гидробассейне. Расчетные про-

фили каверны удовлетворительно согласуются с экспериментальными (рис. 7 и 8). В работах 

[9–12] приведены результаты определения характеристик летательного аппарата при много-

фазном обтекании при больших и гиперзвуковых скоростях при входе в атмосферу. 

 

 

Рис. 7. Сравнение расчетных профилей каверн  

с экспериментальными данными в большой  

скоростной гидродинамической трубе, красной 

линией обозначен профиль, полученный  

расчетным путем 

Рис. 8. Сравнение расчетных  

профилей каверн с экспериментальными, 

полученныеми в гидробассейне:  

сплошная линия − расчет;  

значки − эксперимент 

4. Заключение  

На основе метода плоских сечений разработан математический метод определения ха-

рактеристик летательных аппаратов при многофазном обтекании. Трехмерная краевая задача о 

кавитационном обтекании летательного аппарата под углом атаки в воде с помощью метода 

плоских сечений сводится к плоской гидродинамической задаче отдельно для каждого сечения 

каверны. Результаты расчетов сравниваются с экспериментальными данными. Валидация и ве-

рификация проведены путем сравнения результатов расчетов с опытными данными. Получен-

ные расчетные профили каверны удовлетворительно согласуются с экспериментальными. Пока-

зана возможность использования модернизированного метода плоских сечений для определения 
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гидродинамических характеристик летательных аппаратов при многофазном обтекании. Создан 

программный комплекс, позволяющий проводить имитационное моделирование движения под 

водой летательных аппаратов, стартующих из-под воды. 
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The article proposes an approach to estimating the number of stratification points in hydro-

dynamic fields. The article provides a method allowing one to estimate from above the number of 

zero points of hydrodynamic fields (points and stratification zones). The application of the proposed 

methodology is illustrated by several examples of the analysis of the exact solution to the problem 

of describing steady laminar flows of a viscous incompressible fluid in an infinite horizontal layer. 

In example 1, convection is induced by setting the shear stress field at one of the layer boundaries. 

The features of the background temperature profile, which is a seventh-degree polynomial, are dis-

cussed. It is shown that this component of the temperature field is a nonmonotonic function and that 

the obtained exact solution for the temperature field can describe the stratification of the considered 

fluid layer into one, two or three zones relative to the reference value. Example 2 illustrates evaluat-

ing the number of the zero points of the velocity field components in a vertically swirling fluid, in 

which convective flows are initiated by thermocapillary forces at the upper boundary of the layer. 

The exact solution studied in this example is a sixth-degree polynomial, which can have at most two 

zeros inside the region under consideration. This means that this exact solution is able to describe 

the stratification of the fluid layer into three zones, in each of which the test speed takes values of 

the same sign. 

Keywords: laminar flow, vertically swirling fluid, exact solution, thermocapillary convection, tangen-

tial stresses, zero field points, field stratification. 
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В статье предложен подход к оценке числа точек стратификации гидродинамических 

полей. В статье приведен метод, с помощью которого можно оценить сверху число нулевых 

точек гидродинамических полей (точек и зон стратификации). Применение предлагаемой 

методики проиллюстрировано на нескольких примерах анализа точного решения задачи 

описания установившихся слоистых течений вязкой несжимаемой жидкости в бесконечном 

горизонтальном слое. В первом из них конвекция индуцируется заданием поля касательных 

напряжений на одной из границ слоя. Обсуждаются особенности профиля фоновой темпера-

туры, являющейся многочленом седьмой степени. Показано, что данная компонента поля 

температуры является немонотонной функцией и полученное точное решение для поля тем-

пературы может описывать стратификацию рассматриваемого слоя жидкости на одну, две 

или три зоны относительно отсчетного значения. Второй пример посвящен оценке числа ну-

левых точек компонент поля скорости вертикально завихренной жидкости, конвективные 

течения в которой инициируются термокапиллярными силами на верхней границе слоя.  

Исследуемое в этом примере точное решение есть полином шестой степени, который может 

иметь не более двух нулей внутри рассматриваемой области. Это означает, что данное точ-

ное решение способно описывать расслоение слоя жидкости на три зоны, в каждой из кото-

рых исследуемая скорость принимает значения одного знака.  

Ключевые слова: слоистое течение, вертикально завихренная жидкость, точное решение, термо-

капиллярная конвекция, касательные напряжения, нулевые точки поля, расслоение поля. 

1. Введение 

Известно [1–4], что на свойства течений жидкости значительное влияние оказывают 

движущиеся в них вихри, вследствие чего изучение условий генерации и структуры вихрей 

становится крайне важным. Однако теоретическое исследование вихрей и влияния их интен-

сивности на масштабы межвихревого взаимодействия далеко от завершения, потому отыска-

ние новых точных решений, описывающих вихревые течения жидкости, является актуаль-

ным. Особый интерес среди этих решений вызывают классы точных решений, сохраняющие 

нелинейные свойства исходных уравнений движения жидкости. 

Чаще всего точные решения, описывающие установивишиеся течения, являются по-

линомиальными [5–19], причем эти полиномы имеют высокую степень, что делает их анализ 

весьма нетривиальной задачей. Полученные точные решения являются суперпозицией не-

скольких монотонных полиномов, каждый из которых вносит вклад в структуру гидродина-

мического поля. Для оценки числа нулей многочленов с постоянными коэффициентами раз-

mailto:nat_burm@mail.ru
https://orcid.org/0000-0002-2349-7801
mailto:evgen_pros@mail.ru
mailto:nat_burm@mail.ru


 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 4, 2020 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

67 

 

 

Burmasheva N. V. and Prosviryakov E. Yu. Studying the stratification of hydrodynamic fields for laminar flows of vertically 

swirling fluids. – 2020. – Iss. 4. – P. 62–78. – DOI: 10.17804/2410-9908.2020.4.062-078. 

 

работан математический аппарат линейной алгебры: теорема Декарта [20] о числе перемен 

знаков в ряду коэффициентов, ряд Штурма [21], основная теорема алгебры об оценке коли-

чества нулей многочлена его степенью [22], критерий Рауса–Гурвица [23] и др. Однако  

в случае, когда значения коэффициентов заранее неизвестны, разработанные для полиномов 

методы оказываются мало пригодны. 

Кроме того, не всегда получаемое точное решение описывается полиномиальной за-

висимостью, иногда решение для исследуемого гидродинамического поля есть некоторая не-

линейная функция общего вида [16, 18, 24–29]. И в таких ситуациях перечисленные общие 

математические методы неприменимы вовсе, при том что потребность в анализе таких реше-

ний остается. 

В данной статье предложен один способ определения верхней оценки числа критиче-

ских точек основных гидродинамических полей, которые могут и не описываться полинома-

ми, а являться некоторыми нелинейными функциями. Применение предлагаемого подхода к 

оценке числа критических точек полей проиллюстрировано на примере точного решения си-

стемы уравнений тепловой конвекции для вертикально завихренной жидкости. Стоит отме-

тить, что предложенный в статье подход применим и к другим задачам механики слоистых 

течений вязкой несжимаемой жидкости, а также к задачам из различных разделов математи-

ческой физики, где возникает подобная проблема. 

2. Система уравнений Обербека–Буссинеска для слоистых течений 

В случае установившихся слоистых течений     , , ; , , ; 0x yV x y z V x y z  система урав-

нений тепловой конвекции в приближении Буссинеска [5; 7–9; 12–14; 30–35] принимает вид: 

x x
x y x

V V P
V V V

x y x

  
   

  
; 

y y

x y y

V V P
V V V

x y y

  
   

  
; 

P
g T

z


 


; 

(1) 

x y

T T
V V T

x y

 
  

 
; (2) 

0
yx

VV

x y


 

 
. 

(3) 

Уравнения (1) являются проекциями векторного уравнения движения жидкости 

на оси декартовой системы координат Oxyz , уравнение теплопроводности (2) описывает 

изменение температурного поля, а уравнение (3) есть уравнение несжимаемости. В си-

стеме (1)–(4) через  , ,P x y z  обозначено отклонение давления от гидростатического,  

деленное на постоянную среднюю плотность   жидкости [30, 31];  , ,T x y z  – отклоне-

ние от отсчетного значения температуры [30, 31]; , , , g    – коэффициенты кинемати-

ческой вязкости, температуропроводности, температурного расширения жидкости и 

ускорение свободного падения соответственно; 
2 2 2

2 2 2x y z

   
    

   
 – оператор Лапла-
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са. Отметим, что система уравнений (1)–(3) является переопределенной, так как число 

уравнений превосходит число неизвестных [36–38]. 

Точное решение системы Обербека–Буссинеска (1)–(3) будем искать в виде [8, 9, 13, 

14, 16, 18]: 

     ,x yV U z u z y V V z   ; (4) 

   0 1 2T T T z x T z y   ,      0 1 2P P z P z x P z y   . (5) 

Поле скоростей (4) позволяет описывать вертикально завихренную жидкость (верти-

кальная компонента вектора завихренности  y z
z

V V
u z

x y

 
    

 
) вне поля силы Корио-

лиса [5; 7–9; 12–14; 31; 39–42]. Разрешимость системы (1)–(3) обеспечивается тем, что при 

подстановке класса (4) уравнение несжимаемости (3) тождественно выполняется. 

Подставим выбранный класс (4) и (5) в систему уравнений тепловой конвекции (1)–(3): 

 
   U uy U uy

U uy V
x y

   
  

 

    
 

2 2 2
0 1 2

2 2 2

P P z x P z y
U uy

x x y z

      
      

    
;

 
  2 2 2

0 1 2

2 2 2

P Px P yV V
U uy V V

x y y x y z

        
       

      
;

 
 0 1 2

0 1 2

P Px P y
g T T x T y

z

  
   


; 

 

 
   

 
2 2 2

0 1 2 0 1 2

0 1 22 2 2

T T x T y T T x T y
U uy V T T x T y

x y x y z

         
        

     
;  

 
0

U uy V

x y

  
 

 
.  

Откуда далее при использовании метода неопределенных коэффициентов [5; 7–9; 12–14] 

получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений для определения составля-

ющих гидродинамических полей: 

0u  ; 1 0T   ; 1 1P g T   ; 2 1T uT  ; 2 2P g T   ;  

2V P  ; 1U Vu P   ; 0 1 2T UT VT   ; 0 0P g T   . 
(6) 

Здесь и далее штрихом обозначена производная по вертикальной координате z. Урав-

нения системы (6) интегрируются в том порядке, в котором они выписаны. 

Точное решение системы (6) является полиномиальным: 

1 1 2сT с z  , 
2

1
1

2 3
2

g c
zP g c z c


   , 4 3 22 4 1 5

2
2 51 4

6 7
12 6 2

c c c c c cc c
z z c z cT z


   

 



; 
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 2 4 1 55 4 3 22 5 61 4
7 82

60 24 6 2

g c c c c g c c g cg c c
z z z z g zP c c

   
     

  
 , 54u cc z  ; 

 2 4 1 57 6 5 4 3 22 5 6 7 81 4
9 10

2520 720 120 24 6 2

g c c c c g c c g c g c cg c c
z z z z z z c z cV

    
      

    



; 

   2
4 2 4 1 5 5 2 4 1 510 9 81 4

2 2 2

7 9 7

226800 362880 40320

g c c c c c g c c c c cg c c
z z zU

   
 

     
   

   
2

2 5 4 6 5 6 4 77 6 55 7 4 8

2 2 2

5 4 3

5040 720 120

g c c c c g c c c c g c c c c
z z z

      
 

   
   

4 3 21 5 8 4 9 2 5 9 4 10
1

1
11

3 5 0
22

2

24 6 2

g c c c c c g c c c c c c c c
z z z z cc

       


  
    . 

 

 

 

(7) 

Выражения для фоновой температуры 0T  и фонового давления 0P  здесь не приводятся 

ввиду их громоздкости и простоты дальнейшего интегрирования системы (6). 

Для того чтобы полученное общее решение (7) описывало физические процессы, про-

исходящие в жидкости, необходимо определить из краевых условий все возникшие в ходе 

интегрирования системы (6) константы. Поскольку система (6) является системой пятнадца-

того порядка, требуется сформулировать пятнадцать условий, описывающих изменение ос-

новных гидродинамических характеристик на границах рассматриваемой области. Отметим, 

что выбор краевых условий не влияет на развиваемый в рамках статьи подход к оценке числа 

критических точек, а служит лишь для удобства интерпретации получаемых оценок. 

3. Описание методики построения оценки числа точек стратификации 

Пусть для некоторого однородного гидродинамического поля  F z , изменяющегося 

при течении жидкости в слое a z b  , получено точное решение в виде: 

   0

1

n

i i

i

F z k k f z


  . (8) 

Здесь  if z  – линейно независимые, строго монотонные на  ,a b  функции (компо-

ненты гидродинамического поля), а все коэффициенты  0,1,...,lk l n  отличны от нуля.  

И пусть 1z  – нулевая точка исследуемого поля F . Тогда по определению нулевой точки 

 1 0F z  , или в силу представления (8) 

   0 1 1 1 1... 0n nk k f z k f z    . (9) 

Получившееся уравнение (9) можно рассматривать как однородное уравнение  

с постоянными коэффициентами  1if z  относительно неизвестных значений ik . Если у поля 

F  в слое  ,a b  несколько таких нулей (обозначим их  1,...,jz j m ), то аналогичным обра-

зом получим систему m  однородных уравнений с постоянными коэффициентами  i jf z   

относительно параметров ik : 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 4, 2020 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

70 

 

 

Burmasheva N. V. and Prosviryakov E. Yu. Studying the stratification of hydrodynamic fields for laminar flows of vertically 

swirling fluids. – 2020. – Iss. 4. – P. 62–78. – DOI: 10.17804/2410-9908.2020.4.062-078. 

 

   0 1 1 1 1... 0n nk k f z k f z    , 

… 

   0 1 1 ... 0j n n jk k f z k f z    , 

… 

   0 1 1 ... 0m n n mk k f z k f z    . 

(10) 

Поскольку функции if  – строго монотонные функции, то согласно определению мо-

нотонности для любых 1 2z z  выполняется неравенство    1 2i if z f z . Возьмем теперь два 

любых уравнения системы (10) и рассмотрим отношение коэффициентов, стоящих перед ко-

эффициентами 0k  и 1k : 

 
 

 1

2

1

1 2 1 2

1

1 , 1,..., ;
j

j

f z
j j m j j

f z
   . 

Из этого неравенства следует, что все уравнения системы (10) линейно независимы. 

Если число m  нулевых точек (равное числу уравнений системы (10))  меньше 

числа 1n  неизвестных параметров ik , то система (10) недоопределена. Ее можно рас-

сматривать как m  связей, накладываемых на неизвестные коэффициенты 0 1, ,..., nk k k . 

Следовательно, получаем 1n m   независимых переменных. Задавая им произвольные 

значения, можно вычислить значения оставшихся m  переменных, чтобы удовлетворить 

системе (10). 

Если 1m n  , то система переопределена, и она не имеет решения из-за линейной не-

зависимости уравнений рассматриваемой системы. 

Если 1m n  , то система (10) становится системой 1n  однородного уравнения от-

носительно 1n  коэффициента ( 0 1, ,..., nk k k ). Так как строки определителя системы линейно 

независимы, то он не обращается в нуль [43]. Следовательно, решение единственно, и это 

есть тривиальное решение. В этом случае точное решение для поля F  описывает тожде-

ственно нулевое поле, что противоречит базовому предположению. 

Таким образом, у однородного поля F  внутри слоя a z b   может быть не более n  

нулевых точек. А следовательно, не более n  точек стратификации. 

Заметим, что непосредственно из этих рассуждений следует достижимость данной 

оценки. Действительно, если m n , то система (10) есть система n  линейно-независимых 

уравнений относительно 1n  неизвестных коэффициентов 0 1, ,..., nk k k . Такая система всегда 

имеет нетривиальное решение. Следовательно, всегда существует такой набор коэффициен-

тов 0 1, ,..., nk k k , что поле F  имеет n  нулевых точек внутри исследуемого слоя  ,a b . При 

этом значения поля F  на границах слоя (в точках a  и b ) не оказывают никакого влияния на 

достижимость построенной оценки. 
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4. Анализ точного решения 

Проиллюстрируем метод, изложенный выше, на примере анализа скорости  

 2 4 1 57 6 5 4 3 22 5 6 7 81 4
9 10

2520 720 120 24 6 2

g c c c c g c c g c g c cg c c
z z z z z z c z cV

    
      

    



 

из точного решения (7). По теореме Гаусса [22] многочлен  V z  как полином седьмой степе-

ни имеет не более семи действительных нулей, следовательно, у скорости V  не может быть 

более семи застойных точек. Этот же результат можно получить, опираясь на описанный 

выше подход. Обозначим 

   1,...,7i

if z z i  ; 

0 10k c ; 1 9k c ; 8
2

2

c
k 


; 7

3
6

g c
k





; 

6
4

24

g c
k





; 2 5

5
120

g c c
k





; 

 2 4 1 5

6
720

g c c c c
k

 



; 1

7
4

2520

g c c
k





. 

Несложно убедиться, что производная 

 
1, 2,...,7;

1, 1

iiz i
f z

i

 
  


 

может обращаться в нуль только в точке 0z   (для 2,...,7i  ) или не имеет нулей вообще 

(если 1i  ). Следовательно, функции  if z  являются строго монотонными на интервале 

 0,h  и оказываются справедливы выводы, сделанные при описании подхода к построению 

оценки на число нулевых точек произвольного однородного поля. Откуда незамедлительно 

следует, что в предельном случае, когда задаваемые граничные условия таковы, все коэффи-

циенты 0 7,...,k k  оказываются отличными от нуля, у компоненты  yV V z  вектора скорости 

V  может быть не более семи застойных точек. Предложенный подход применительно к об-

щему решению (7) для скорости V   дает тот же результат, что и известные методы, но ока-

зывается более полезным при рассмотрении именно краевых задач. 

Замечание 1. Полученная выше оценка на число возможных критических точек ис-

следуемого поля справедлива не только для задач конвекции вертикально завихренной жид-

кости, данный подход может быть применен и к исследованию течений, для которых верти-

кальная компонента завихренности равна нулю. 

Пример 1. Полагая в (4) 0u  , получим однородное поле скоростей 

xV U , 
yV V . 

В [7] для данного класса было получено точное решение, описывающее конвек-

тивные движения в бесконечном горизонтальном слое, вызванные неравномерным 

нагревом (охлаждением) границ слоя и заданием поля касательных напряжений на 

верхней его границе. В этом случае функция фоновой температуры 0T  после обезразме-

ривания принимала вид: 
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   0
2520

Pe
T Z f Z Z


 , 

где    6 5 4 3 215 77 147 105 2f Z Z Z Z a Z aZ b        ( ,a b  – безразмерные параметры задачи); 

4g Bh
Pe





 – число Пекле; h l  – показатель геометрической анизотропии; Z z h  – без-

размерная вертикальная координата; ,h l  – характерные вертикальный и горизонтальный 

размеры слоя соответственно. Полином шестой степени  f Z  есть линейная комбинация 

функций 

  6 5 4 3

1 15 77 147 105f Z Z Z Z Z     и   3 2

2 2f Z Z Z  , 

каждая из которых, является строго монотонной на интервале  0,1 . Таким образом, соглас-

но описанному выше подходу, функция  f Z  может иметь не более двух нулей. Следова-

тельно, функция фоновой температуры 0T  допускает не более двух нулевых точек, что и бы-

ло проиллюстрировано в [7] (рис. 1). 

Замечание 2. При рассмотрении различных краевых условий может оказаться, что по-

строенная для общего решения (7) оценка на число критических точек будет недостижима. Это 

может произойти по нескольким причинам: во-первых, часть из коэффициентов lk  могут об-

ратиться в нуль, соответственно уменьшится число слагаемых в представлении решения (8); 

во-вторых, при подстановке конкретных значений констант, определяющих конкретную жид-

кость, может получиться такая ситуация, что в разложении (8) найдутся два или более слагае-

мых, сумму которых можно представить в виде многочлена вида  kf z , что также приведет к 

уменьшению числа членов ряда (8). И нет оснований считать, что этими ситуациями исчерпы-

вается круг причин, по которым в конкретной краевой задаче число застойных точек какого-то 

поля будет меньше, чем в случае общего подхода, представленного выше. Для наглядной ил-

люстрации приведенных рассуждений рассмотрим следующую краевую задачу. 

Пример 2. В качестве граничных условий для общего решения (7) рассмотрим систе-

му условий, описывающую влияние термокапиллярного эффекта, задаваемого на верхней 

границе z h  бесконечного горизонтального слоя, на свойства потока жидкости [9, 10]. Бу-

дем полагать, что абсолютно твердая нижняя поверхность 0z   является отсчетным уровнем 

измерения температуры: 

 , ,0 0T x y  . 

Будем полагать, что задана скорость движения нижней границы [13, 14]  

 , ,0 cosxV x y W y  ;  , ,0 sinyV x y W  . 

Верхнюю (свободную) поверхность z h  считаем базовым уровнем отсчета приве-

денного давления. Полагаем, что задано однородное давление, совпадающее с атмосферным 

давлением, и по аналогии с заданием температуры принято за нуль: 

 , , 0P x y h  . 
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Будем также полагать, что на верхней границе задан термокапиллярный эффект: 

xV T

z x

 
  
 

; 
yV T

z y

 
  
 

, 

здесь   – коэффициент динамической вязкости;   – температурный коэффициент поверх-

ностного натяжения. Кроме того, на обеих границах слоя жидкости заданы источники тепло-

вого возмущения: 

 , ,0T x y By ;  , ,T x y h Cx  . 

С учетом структуры обобщенного решения (4) и (5) выбранные условия записываются 

в виде следующих равенств: 

– на нижней границе слоя жидкости: 

 0u  ;    0 10 0 0T T  ;  2 0T B ;  0 cosU W  ;  0 sinV W  ; 

– на верхней границе слоя: 

 ' 0u h  ;  0T h   ;  1T h C ;  2 0T h  ;      0 1 2 0P h P h P h   ;  

   1'U h T h   ;    2'V h T h   . 

Определяя с помощью системы условий (11) и (12) значение постоянных интегриро-

вания  1,...,12ic i   в точном решении (7), получим частное решение. После перехода к без-

размерной координате  0,1Z z h   компонента V  принимает вид: 

    
3 5

2 5 3 2 cos
2 2 2 5 15 16

12 720

bGr Pe Re
V Z Z Z Z Z Z Z Z

Ta Ta

  
          , (13) 

где 
4

2

Cg l
Gr





; 

Wl
Pe 


; 

Wl
Re 


; 

22 l
Ta





 – числа Грасгофа, Пекле, Рейнольдса и мо-

дифицированное число Тейлора соответственно; b B A  – безразмерный параметр. 

Скорость V  течения жидкости в направлении оси Oy , как видно из (13), после под-

становки краевых условий (11) и (12) в общее решение (7) остается полиномом шестой сте-

пени, следовательно, не может иметь более шести нулей. С другой стороны, оба многочлена, 

входящие в выражение (13) скорости V , являются строго монотонными внутри слоя  0,1 . 

Таким образом, все необходимые условия оказываются выполнены. В результате чего полу-

чаем оценку, согласно которой в данном конкретном случае скорость V , определяемая вы-

ражением (13), допускает наличие не более двух критических точек. На рис. 2 представлены 

примеры соответствующих течений.  



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 4, 2020 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

74 

 

 

Burmasheva N. V. and Prosviryakov E. Yu. Studying the stratification of hydrodynamic fields for laminar flows of vertically 

swirling fluids. – 2020. – Iss. 4. – P. 62–78. – DOI: 10.17804/2410-9908.2020.4.062-078. 

 

 

Рис. 1. Профили фоновой температуры 0T   

при различном числе нулевых точек  

в рассматриваемом слое жидкости 

Рис. 2. Профили скорости V   

при различном числе застойных точек 

Замечание 3. В некоторых ситуациях при построении оценок на возможное число 

критических точек помимо изложенного выше подхода следует учитывать дополнительные 

ограничения, вызванные спецификой решения. Такие ограничения могут обосновываться, 

например, зависимостью одних параметров краевой задачи от других ее параметров. 

Пример 3. Для краевой задачи, описанной в Примере 2, рассмотрим получившееся точ-

ное решение для поля давления. Его однородная составляющая определяется выражением: 

 2

0

239500800 239500800

479001600

g h Z
P

  
   

 2 2 2 6 2 4 5 6 7 8653400 1900800 3326400 3326400 1663200 475200 59400

479001600

B g h Z Z Z Z Z Z      
 



 

 2 2 2 6 2 5 6 82174040 3896640 2661120 997920 59400

479001600

C g h Z Z Z Z    
 


 

 2 4 2 511975040 19958400 7983360

479001600

C g h Z Z   
 


 


2 2 8

2 4 5 6 7

2
177804 449460 443520 121968 83160 15840

479001600

BCg h
Z Z Z Z Z

 
      




8 9 1039600 27720 5544Z Z Z     

 2 2 8 2 5 7 8 9 10

2

305844 531300 266112 63360 29700 7920 924

479001600

BCg h Z Z Z Z Z Z       





 

 

 2 2 2 2 10 2 5 6 7 8 10 12

3

12036 25056 29568 13860 8448 6600 924 84

479001600

C g h Z Z Z Z Z Z Z        
 



 

(14) 
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 2 2 2 2 10 2 5 7 8 10 12

2 2

49886 86536 42768 8448 2475 154 9

479001600

C g h Z Z Z Z Z Z      








 

 3 2 4cos 19958400 39916800 19958400

479001600

Cg h W Z Z 


 



 

 3 2 3 4sin 19958400 79833600 79833600 19958400

479001600

Bg h W Z Z Z    
 


 

 5 2 4 6

2

sin 1995840 4656960 3326400 665280

479001600

Cg h W Z Z Z     
 


 

 5 2 5 6sin 7983360 13970880 7983360 1995840

479001600

Cg h W Z Z Z     



. 

Многочлен  0P Z  в выражении (14) является полиномом десятой степени, следова-

тельно, число его нулей не превосходит десяти. С другой стороны, этот полином представ-

лен в виде суммы постоянного слагаемого и линейной комбинации одиннадцати многочле-

нов различной степени.  При рассмотрении конкретной жидкости число независимых пара-

метров (значения продольных градиентов температуры ,B C ; пространственное ускорение 

 ; толщина слоя h ; параметры скорости движения нижней границы W  и  ) значительно 

меньше одиннадцати, значит, не все из входящих в выражение (14) полиномов будут незави-

симы. Кроме того, два из этих одиннадцати многочленов не являются строго монотонными 

внутри слоя  0,1 , поэтому применить оценку, построенную на основе предложенного выше 

подхода, формально не удастся. В таких случаях необходимо проводить дополнительное ис-

следование, например использовать связь фоновой температуры 0T  и фонового давления 0P , 

определяемую уравнением 

0 0P g T    

системы (6). Согласно этому уравнению, число нулевых точек температуры 0T  совпадает с 

числом экстремумов функции 0P , а значит число нулевых точек фонового давления отлича-

ется от числа нулевых точек фоновой температуры не более чем на один. 

5. Заключение 

В статье на примере уравнений тепловой конвекции рассмотрен один подход к по-

строению оценки на максимально возможное число нулевых точек исследуемых гидродина-

мических полей. Справедливость построенной оценки обосновывается доказательством со-

ответствующего утверждения. Данный подход проиллюстрирован на примере трех краевых 

задач, описывающих конвективные движения в слоистых потоках вязкой несжимаемой жид-

кости при задании различных граничных условий. Ввиду того, что приведенное в статье до-

казательство вспомогательного утверждения не апеллирует никаким образом к механической 

интерпретации изучаемого явления, имеются основания утверждать, что данная методика 

применима не только к различным по физической трактовке процессам в механике жидко-

сти, но и процессам, изучаемым в рамках некоторых разделов математической физики; при-

чем эти процессы могут описываться нелинейными функциями общего вида. 
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