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The article presents a new class of exact solutions to the system of Navier–Stokes equations, 

which allows one to take into account the nonlinear distribution of the pressure field and the influ-

ence of external volumetric forces, as well as the possibility of horizontal fluid outflow/inflow when 

modeling its vertical motion. This class is a generalization of the Lin–Sidorov–Aristov class, which 

assumes the linear distribution of two projections of the fluid flow velocity vector along a part  

of the coordinates and the independence of the third projection of the velocity vector from these co-

ordinates.  

Keywords: class of exact solutions, Navier–Stokes equation, overdetermined system, field of mass 

(volumetric) forces.  
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В статье представлен новый класс точных решений системы уравнений Навье–Стокса, 

позволяющий учитывать нелинейное распределение поля давления и влияние внешних объ-

емных сил, а также принимать во внимание возможность горизонтального оттока/притока 

жидкости при моделировании ее движения в вертикальном направлении. Данный класс явля-

ется обобщением класса Линя–Сидорова–Аристова, предполагающего линейное распределе-

ние двух проекций вектора скорости течения жидкости по части координат и независимость 

от этих координат третьей проекции вектора скорости.  

Ключевые слова: класс точных решений, уравнение Навье–Стокса, переопределенная си-

стема, поле массовых (объемных) сил. 

1. Введение 

Течение реальных жидкостей не изолировано от влияния окружающего мира. Любое 

течение жидкости подвержено влиянию незримых полей, наличие которых тем не менее ре-

гистрируется соответствующей аппаратурой. Примером такого поля является поле тяготе-

ния. Помимо силы тяжести большое влияние на характеристики течения оказывают также 

магнитное и электрическое поля, особенно когда речь идет о течении ферромагнитных жид-

костей [1–20]. Жидкости такого типа не существуют в природе, они были созданы искус-

ственным путем посредством добавления измельченного магнитного материала в жидкость-

носитель при поиске способов перемещения ракетного топлива в условиях низкой гравита-

ции [5]. Ввиду структуры данного типа сред (твердые частицы + жидкость-носитель) оказы-

вается принципиально важным также учитывать и распределение поля концентрации твер-

дых частиц, входящих в состав. Таким образом, класс силовых и других полей, индуцирую-

щих движение жидкости, а значит, и влияющих на ее кинематические характеристики, до-

статочно широк. Кроме того, интенсивность указанных полей имеет существенно неодно-

родное и нелинейное распределение в пространстве, что также приводит к необходимости 

учета этих факторов в соотношениях, описывающих динамику жидкостей. 

Традиционно при описании течений вязких жидкостей используется модель несжимае-

мой вязкой жидкости, состоящая из уравнения Навье–Стокса и уравнения несжимаемости  

[21–24]. Кроме того, довольно распространенным является подход, основанный на гипотезе Бус-

синеска [25–30], суть которого заключается в замене плотности жидкости линейной функцией 

приращения температуры (и/или концентрации в общем случае) в представлении для силы тя-

жести. При этом в случае изотермического процесса (за счет нулевого приращения температу-

mailto:nat_burm@mail.ru


 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

12 

 

 

Burmasheva N. V., Prosviryakov E. Yu. A class of exact solutions with spatial acceleration for the description of viscous  

incompressible fluid flows in the field of mass forces // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 

2021. – Iss. 1. – P. 6–25. – DOI: 10.17804/2410-9908.2021.1.006-025. 

 

ры) получается, что член уравнения Навье–Стокса, отвечающий за влияние силы тяжести,  

отбрасывается. На самом деле это не так, влияние гравитации на параметры течения сохраняет-

ся. Оно пропадает только в случае движения жидкости в условиях невесомости. При отсутствии 

гравитации (или при микрогравитации) на первый план как раз выходят электрические и маг-

нитные воздействия на жидкость, а также воздействия инерционной природы. Система уравне-

ний указанной математической модели является квадратично нелинейной, что значительно за-

трудняет нахождение точных решений, поскольку не всегда очевидным является даже факт  

существования решения, не говоря уже о том, какова его структура. 

Основным подходом в этом направлении считается метод построения семейств точ-

ных решений уравнений гидродинамики. Одними из первых точных решений были решения 

Куэтта [31], Пуазейля [32] и Стокса, описанные им в виде двух задач [33]. Эти решения яв-

ляются частными случаями класса, объединяющего функции, линейные по части координат: 

       1 2, , , , , ,xV x y z t U z t u z t x u z t y   ; 

       1 2, , , , , ,yV x y z t V z t v z t x v z t y   ; 

 ,zV W z t . 

(1) 

Класс (1) был предложен для задач магнитной гидродинамики Линем [34]. Достоин-

ством данного класса является относительно простая структура, если говорить о зависимости 

от пространственных координат x, y, но при этом данный класс способен описывать суще-

ственно трехмерные течения со сложной динамикой за счет зависимости общего вида от вер-

тикальной координаты z и временной координаты t. Однако при всех его положительных 

сторонах предложенный класс не учитывает влияние внешних массовых сил и наличие про-

странственных ускорений [35] для вертикальной скорости Vz. 

Класс Линя широко распространен и при решении задач конвекции [36, 37] и задач 

термодиффузии [38]. Стоит отметить, что при рассмотрении этих проблем значительно 

усложняются сами уравнения определяющей системы (по сравнению с изотермическим слу-

чаем) ввиду учета дополнительных (тепловых, концентрационных) факторов, а также увели-

чивается число соотношений, входящих в базовую систему уравнений: добавляются уравне-

ние теплопроводности и/или уравнение, описывающее изменение концентрации при течении 

жидкости. Это приводит к тому, что в случае неизотермических задач исследователи пре-

имущественно рассматривают частные случаи класса Линя, в которых либо игнорируют вер-

тикальную скорость [39, 40], либо полагают равными нулю некоторые (или все) простран-

ственные ускорения [41, 42], либо принимают оба упрощения совместно [43–50].  

В настоящей работе приводится класс точных решений, обобщающий семейство (1)  

за счет учета неоднородности распределения третьей компоненты вектора скорости и пред-

ставления давления и внешнего поля объемных сил в виде полной кубики от двух простран-

ственных координат с зависимостями общего вида их коэффициентов от времени и третьей 

пространственной координаты.  

2. Постановка задачи 

Нестационарное изотермическое течение вязкой несжимаемой жидкости, движущейся 

в силовом поле, описывается уравнением Навье–Стокса, дополненным уравнением несжима-

емости [21–24]: 

 , P
t


    



V
+ V V V F ; (2) 

 , 0 V . (3) 
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В уравнении Навье–Стокса (2) и уравнении несжимаемости (3) приняты обозначения: 

 , ,x y zV V VV =  – вектор скорости; P  – нормированное на постоянную плотность жидко-

сти отклонение давления от гидростатического значения;   – кинематическая (молеку-

лярная) вязкость жидкости;  , ,x y zF F FF =  – вектор объемной (массовой) силы; 

 , ,x y z         – оператор Гамильтона;  , x y zV V V
x y z

   
    

   
V  – конвективная 

производная; 
2 2 2 2 2 2x y z         – оператор Лапласа. Заметим, что при записи урав-

нений (2) поле массовых сил F  не является потенциальным. Без ограничения общности по-

лагаем, что оно соленоидально. Если поле является потенциальным, то его учет можно реа-

лизовать, вводя модифицированное давление [26, 51].  

Координатная форма записи системы уравнений (2)–(3) имеет вид:  

2 2 2

2 2 2

x x x x x x x
x y z x

V V V V V V VP
V V V F

t x y z x x y z

       
        

        
+ ; (4) 

2 2 2

2 2 2

y y y y y y y

x y z y

V V V V V V VP
V V V F

t x y z y x y z

       
                 

+ ; (5) 

2 2 2

2 2 2

z z z z z z z
x y z z

V V V V V V VP
V V V F

t x y z z x y z

       
        

        
+ ; (6) 

0
yx z

VV V

x y z

 
  

  
. (7) 

Каждое из уравнений системы (4)–(7) определяет связь между неизвестными этой си-

стемы, в роли которых выступают компоненты , ,x y zV V V  вектора скорости и поле давления 

P  при известном распределении массовой силы F . Данные связи преимущественно имеют 

нелинейный характер, определяемый членами конвективной производной.  

3. Класс точных решений 

Течения реальных жидкостей характеризуются неоднородным распределением кине-

тико-силовых параметров внутри и на границах области течения. По этой причине будем  

искать точное решение уравнений (4)–(7) в виде следующих форм [40, 52–69]: 

     1 2, , ,xV U z t u z t x u z t y   ; 

     1 2, , ,yV V z t v z t x v z t y   ; 

     1 2, , ,zV W z t w z t x w z t y   ; 

           
2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,
2 2

x y
P P z t P z t x P z t y P z t P z t xy P z t        

       
3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,
6 2 2 6

x x y y
P z t P z t y P z t x P z t    ; 
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           2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,x x x x x x

xF F z t F z t x F z t y F z t x F z t xy F z t y        

       3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,x x x xF z t x F z t x y F z t xy F z t y    ; 

           2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,y y y y y y

yF F z t F z t x F z t y F z t x F z t xy F z t y        

       3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,y y y yF z t x F z t x y F z t xy F z t y    ; 

 

           2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,z z z z z z

zF F z t F z t x F z t y F z t x F z t xy F z t y        

       3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,z z z zF z t x F z t x y F z t xy F z t y    . 
(8) 

Поскольку коэффициенты распределений (8) зависят только от двух переменных – 

времени t  и вертикальной координаты z , условимся всюду далее обозначать производную 

по времени точкой, а производную по пространственной координате z – штрихом. 

Вначале осуществим подстановку выражений (8) в уравнение несжимаемости (7): 

     1 2 1 2 1 2
0

U u x u y V v x v y W w x w y

x y z

        
  

  
; 

1 2 1 2 0u v W w x w y       . 

С учетом независимости координат выбранной декартовой системы с необходимо-

стью следует вывод о том, что пространственные ускорения 1w , 2w  могут зависеть только от 

времени t , при этом однородная составляющая скорости должна удовлетворять следующему 

дифференциальному уравнению: 

1 2( )W u v    . (9) 

На основании полученных выводов можем внести корректировку в структуру рас-

сматриваемого класса (8): 

 

     1 2, , ,xV U z t u z t x u z t y   ; 

     1 2, , ,yV V z t v z t x v z t y   ; 

     1 2,zV W z t w t x w t y   ; 

           
2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,
2 2

x y
P P z t P z t x P z t y P z t P z t xy P z t        

       
3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,
6 2 2 6

x x y y
P z t P z t y P z t x P z t    ; 

           2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,x x x x x x

xF F z t F z t x F z t y F z t x F z t xy F z t y        

       3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,x x x xF z t x F z t x y F z t xy F z t y    ; 

           2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,y y y y y y

yF F z t F z t x F z t y F z t x F z t xy F z t y        

       3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,y y y yF z t x F z t x y F z t xy F z t y    ; 

 

           2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,z z z z z z

zF F z t F z t x F z t y F z t x F z t xy F z t y        (10) 
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       3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,z z z zF z t x F z t x y F z t xy F z t y    . 

Подставим далее уточненный класс (10) в первое уравнение Навье–Стокса (4) и вычислим 

соответствующие производные: 

      1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2U u x u y U u x u y u V v x v y u W w x w y U u x u y              +  

 
2 2

1 11 12 111 112 122 1 2
2 2

x y
P P x P y P P xy P U u x u y
 

             
 

 

2 2 3 2 2 3

0 1 2 11 12 22 111 112 122 222

x x x x x x x x x xF F x F y F x F xy F y F x F x y F xy F y          . 

Учитывая независимость пространственных переменных , ,x y z , данное уравнение  

эквивалентно системе дифференциальных уравнений в частных производных: 

1 2 1 0

xU Uu Vu WU P U F      + ; 
2

1 1 2 1 1 1 11 1 1

xu u u v Wu U w P u F        + ; 

2 1 2 2 2 2 2 12 2 2

xu u u u v Wu U w P u F        + ; 

111
1 1 11

2

xP
w u F    ; 

1 2 2 1 112 12

xwu w u P F     ; 

122
2 2 22

2

xP
w u F    ,

111 112 122 222 0x x x xF F F F    . 

(11) 

Аналогичным образом подстановка класса (10) во второе уравнение Навье–Стокса (5) 

приводит к следующей системе уравнений: 

1 2 2 0

yV Uv Vv WV P V F        ; 

1 1 1 1 2 1 1 12 1 1

yv u v v v Wv V w P v F          ; 
2

2 2 1 2 2 2 22 2 2

yv u v v Wv V w P v F        + ; 

112
1 1 11

2

yP
w v F    ; 

1 2 2 1 122 12

ywv w v P F     ; 

222
2 2 22

2

yP
w v F    ; 

111 112 122 222 0y y y yF F F F    . 

(12) 

В результате подстановки класса точных решений (10) в последнее уравнение Навье–

Стокса получим систему вида:  

1 2 0 0

zW Uw Vw WW P W F         ; 

1 1 1 1 2 1 1 1

zw u w v w wW P F      ; 

2 2 1 2 2 2 2 2

zw u w v w w W P F    + ; 

11 112 zP F  , 12 12

zP F  , 22 222 zP F  ; 

(13) 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

16 

 

 

Burmasheva N. V., Prosviryakov E. Yu. A class of exact solutions with spatial acceleration for the description of viscous  

incompressible fluid flows in the field of mass forces // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 

2021. – Iss. 1. – P. 6–25. – DOI: 10.17804/2410-9908.2021.1.006-025. 

 

111 1116 zP F  , 
112 1122 zP F  , 

122 1222 zP F  , 
222 2226 zP F  . 

Таким образом, система уравнений (4)–(7) сводится к системе двадцати трех уравне-

ний (9), (11), (12), (13) для определения девятнадцати компонент форм (10): 

 

1 2 1 0

xU Uu Vu WU P U F      + ; 
2

1 1 2 1 1 1 11 1 1

xu u u v Wu U w P u F        + ; 

2 1 2 2 2 2 2 12 2 2

xu u u u v Wu U w P u F        + ; 

111
1 1 11

2

xP
w u F    ; 

1 2 2 1 112 12

xwu w u P F     ; 

122
2 2 22

2

xP
w u F    ; 

1 2 2 0

yV Uv Vv WV P V F        ; 

1 1 1 1 2 1 1 12 1 1

yv u v v v Wv V w P v F          ; 
2

2 2 1 2 2 2 22 2 2

yv u v v Wv V w P v F        + ; 

112
1 1 11

2

yP
w v F    ; 

1 2 2 1 122 12

ywv w v P F     ; 

222
2 2 22

2

yP
w v F    , 

1 2 0 0

zW Uw Vw WW P W F         ; 

1 1 1 1 2 1 1 1

zw u w v w wW P F      ; 

2 2 1 2 2 2 2 2

zw u w v w w W P F    + ; 

11 112 zP F  , 12 12

zP F  , 22 222 zP F  ; 

111 1116 zP F  , 112 1122 zP F  , 122 1222 zP F  , 222 2226 zP F  ; 

1 2( )W u v    . 

(13) 

Напомним, что кубические слагаемые в разложениях xF  и yF  полагаются тожде-

ственно равными нулю, так как из уравнений редуцированных систем (11) и (12) непосред-

ственно следует равенство нулю коэффициентов 111 112 122 222, , ,x x x xF F F F  и 111 112 122 222, , ,y y y yF F F F . 

Также подчеркнем, что последние уравнения подсистемы (13) требуют согласованно-

сти вида коэффициентов при нелинейных членах поля давления и структуры коэффициен-

тов, определяющих вектор объемных сил F , по вертикальной координате z , но допускают 

зависимости произвольного вида по временной переменной t. 

Важным частным случаем течений вязкой несжимаемой жидкости являются устано-

вившиеся течения. Такие течения характеризуются тем, что гидродинамические поля не за-

висят от времени t. Это приводит к тому, что в уравнениях переопределенной системы (14) 

пропадают члены, содержащие частные производные по времени: 

 

1 2( )W u v    ; 

1 2 1 0

xUu Vu WU P U F       ; 
(15) 
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2

1 2 1 1 1 11 1 1

xu u v Wu U w P u F         ; 

1 2 2 2 2 2 12 2 2

xu u u v Wu U w P u F         ; 

111
1 1 11

2

xP
w u F    ; 

1 2 2 1 112 12

xwu w u P F     ; 

122
2 2 22

2

xP
w u F    ; 

1 2 2 0

yUv Vv WV P V F       ; 

1 1 1 2 1 1 12 1 1

yu v v v Wv V w P v F         ; 
2

2 1 2 2 2 22 2 2

yu v v Wv V w P v F         ; 

112
1 1 11

2

yP
w v F    ; 

1 2 2 1 122 12

ywv w v P F     ; 

222
2 2 22

2

yP
w v F    ; 

1 2 0 0

zUw Vw WW P W F        ; 

1 1 1 2 1 1 1

zu w v w wW P F     ; 

2 1 2 2 2 2 2

zu w v w w W P F     ; 

11 112 zP F  , 
12 12

zP F  , 
22 222 zP F  ; 

111 1116 zP F  , 
112 1122 zP F  , 

122 1222 zP F  , 
222 2226 zP F  . 

При этом свойство переопределенности наследуется от системы (14). Этот факт объ-

ясняется тем, что рассматриваемое свойство стационарности потока не меняет ни число не-

известных функций, ни число уравнений, а лишь немного упрощает вид последних.  

4. Условие разрешимости 

В системе дифференциальных уравнений (14) число неизвестных значительно меньше 

числа соотношений для их вычисления. Таким образом, имеет место переопределенность си-

стемы определяющих соотношений (15). В этом случае залогом успешного интегрирования 

рассматриваемой системы (нахождения нетривиального ее решения) является подбор усло-

вий совместности, удовлетворение которым гарантировало бы попарную непротиворечи-

вость уравнений системы.  

Один из очевидных вариантов таких условий (необязательно единственных) связан с 

тем фактом, что в системе (14) (или его модификации (15)) слагаемое 112P  давления P  опре-

деляется из двух уравнений: 

1 2 2 1 112 12

xwu w u P F     , 112
1 1 11

2

yP
w v F    . 
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Таким образом, должно быть справедливо равенство 

1 2 2 1 12 1 1 112 2x ywu w u F wv F      . 

После однократного интегрирования данного соотношения по пространственной  

переменной z  получим связь между пространственными ускорениями: 

   1 2 2 1 1 1 12 112 2x ywu w u wv F F dz t     . 

Аналогичным образом после изучения структуры уравнений  

122
2 2 22

2

xP
w u F    , 

1 2 2 1 122 12

ywv w v P F     , 

определяющих слагаемое 122P , получим еще одно ограничение на выбор вида простран-

ственных ускорений:  

   1 2 2 1 2 2 12 222 2y xwv w v w u F F dz t     . 

Здесь  t  и  t  – произвольные функции времени t . 

5. Течение Стокса 

Рассмотрим ползущее течение вязкой несжимаемой жидкости в приближении Стокса [33]. 

Пренебрегая в уравнении (1) конвективной производной  ,V V , получим линейную вер-

сию уравнений Навье–Стокса – систему Стокса [26]: 

P
t


  



V
V + F . 

В координатной форме это уравнение принимает следующий вид: 

 
2 2 2

2 2 2

x x x x
x

V V V VP
F

t x x y z

    
      

     
; 

2 2 2

2 2 2

y y y y

y

V V V VP
F

t y x y z

    
            

; 

2 2 2

2 2 2

z z z z
z

V V V VP
F

t z x y z

    
      

     
. 

 

(16) 

Уравнение несжимаемости (7) остается неизменным. 

Подстановка класса (10) в систему (16) приводит к системе: 

 

1 2( )W u v    ; 

1 0

xU P U F    ; 

1 11 1 1

xu P u F    ; 

(17) 
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2 12 2 2

xu P u F    ; 

2 0

yV P V F    ; 

1 12 1 1

yv P v F    ; 

2 22 2 2

yv P v F    ; 

0 0

zW P W F     ; 

1 1 1

zw P F   ; 

2 2 2

zw P F   ; 

 

11 112 zP F  , 
12 12

zP F  , 
22 222 zP F  ; 

111 112 xP F , 
112 12

xP F , 
122 222 xP F ; 

112 112 yP F , 
122 12

yP F , 
222 222 yP F ; 

111 1116 zP F  ; 
112 1122 zP F  ; 

122 1222 zP F  ; 
222 2226 zP F  . 

 

(18) 

Отметим, что уравнения подсистемы (18) позволяют определить вид (в квадратурах) 

нелинейных компонент поля давления по известному распределению поля массовых сил,  

а также получить дополнительные ограничения на коэффициенты кубических слагаемых, 

определяющих структуру проекций вектора объемных сил F : 

 

11 112 zP F dz  ; 

12 12

zP F dz  ; 

22 222 zP F dz  ; 

111 11 1112 6x zP F F dz   ; 

112 12 11 1122 2x y zP F F F dz    ; 

122 22 12 1222 2x y zP F F F dz    ; 

222 22 2222 6y zP F F dz   . 

 

(19) 

6. Плоское течение Стокса 

Рассмотрим в качестве примера частный случай, полагая скорость 0yV  . При этом 

система (17) упрощается, а группа соотношений (19) дополняется рядом новых равенств: 

 

1W u   ; 

1 0

xU P U F    ; 

1 11 1 1

xu P u F    ; 

2 12 2 2

xu P u F    ; 

0 0

zW P W F     ; 

1 1 1

zw P F   ; 

2 2 2

zw P F   ; 

(20) 
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2 0

yP F ; 

11 112 zP F dz  ; 

12 1 12

y zP F F dz   ; 

22 2 222y zP F F dz   ; 

111 11 1112 6x zP F F dz   ; 

112 12 11 1122 2x y zP F F F dz    ; 

122 22 12 1222 2x y zP F F F dz    ; 

222 22 2222 6y zP F F dz   . 

 

(21) 

Уравнения (20)–(21) описывают установившееся плоское течение Стокса (течение 

Стокса вдоль плоскости Oxz ).  

Отметим, что переход к частному случаю 0yV   привел к тому, что переопределенная 

система стала недоопределенной: в систему (20) входят семь уравнений для определения 

восьми неизвестных функций – шести компонент поля скорости, фонового давления 0P   

и пространственного градиента 1P . Рассмотрим ее более подробно. 

Уравнение 
2 2 2

zw P F    подсистемы (20) можно переписать в силу первого соотно-

шения подсистемы (21): 

 2 2 2 2 0

z z yw P F F F
     . 

Получившееся уравнение является линейным неоднородным обыкновенным диф-

ференциальным уравнением с постоянными коэффициентами относительно простран-

ственного ускорения 2w  (при известном распределении массовых сил). Его решение лег-

ко находится: 

 2 2 0

z yw F F dt
 

  
 
 , 

поэтому всюду далее можно считать компоненту 2w  известной функцией. 

Уравнения 
1 11 1 1

xu P u F    , 
2 12 2 2

xu P u F     системы (20) являются нестацио-

нарными уравнениями типа неоднородного одномерного уравнения теплопроводности, ре-

шение которого находится методом декомпозиции. Интегрирование уравнений такого типа 

производится с помощью стандартных методик, поэтому сам алгоритм интегрирования здесь 

не приводится, и всюду далее мы считаем пространственные ускорения 1 2,u u  известными 

функциями. Зная вид пространственного ускорения 1u , определяем вид однородной компо-

ненты вертикальной скорости: 

1W u dz  . 
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Затем это выражение подставляем в уравнение 
0 0

zW P W F      и определяем  

фоновое давление 0P : 

 0 0

zP W F W dz    . 

Таким образом, остались два уравнения (
1 0

xU P U F     и 
1 1 1

zw P F   ) подси-

стемы (20), связывающие три неизвестных функции – продольный градиент давления 1P , 

скорость U  и пространственное ускорение 1w . Заметим, что сложившаяся ситуация обосно-

вывается недоопределенностью системы. Таким образом, для получения решения этих двух 

уравнений необходимо знание дополнительных фактов о структуре хотя бы одной из трех 

указанных функций, например, о продольном градиенте 1P  поля давления P .  

7. Заключение 

В статье приведен новый класс точных решений уравнений Навье–Стокса, описыва-

ющий изотермические течения вязких жидкостей в поле массовых сил. Отличительной осо-

бенностью указанных решений является трехмерное представление для вертикальной ком-

поненты вектора скорости, а также кубическое представление для поля давления и поля объ-

емных сил. Получена редуцированная система дифференциальных уравнений как для случая 

установившихся, так и неустановившихся течений. Обсуждены некоторые вопросы совмест-

ности получаемых соотношений. Показано, что данные системы допускают аналитическое 

интегрирование, при том однозначным образом.  
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The object of research is a bimetallic composite material with a thin intermediate layer of 

aluminum. The aim of the work is to determine the features of the stress-strain state at the interlayer 

boundaries of a steel-aluminum composite material with a thin layer using the computational exper-

iment method and to calculate separation resistance using the energy criterion. The stress-strain 

state along the boundaries of the joint at delamination is determined from the results of modeling 

the deformation of axisymmetric samples made of a steel-aluminum bimetallic composite material 

with a thin intermediate layer of aluminum. A series of computational experiments with varying the 

critical rate of elastic energy release under separation conditions, including under the combined in-

fluence of low temperatures and static loads, is implemented. The energy criterion is used to evalu-

ate the stress level that leads to the separation of the bimetallic compound. The dependence of the 

separation resistance along the ring contour on the critical rate of elastic energy release, which is 

variable in the range of 0.1 to 0.5 N/mm, is calculated. It is established that, for the studied variants 

of the computational experiment, a rigid stress state with a predominance of normal tensile stresses 

is realized at the place of delamination onset. 

Keywords: simulation modeling, deformation, axisymmetric sample, steel-aluminum composite ma-

terial, joint boundary, crack. 
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Объектом исследования является модель биметаллического композитного материала с 

тонким промежуточным слоем из алюминия. Цель работы – с использованием метода вы-

числительного эксперимента определить особенности напряженно-деформированного состо-

яния на межслойных границах сталеалюминиевого композитного материла с тонкой про-

слойкой, и рассчитать сопротивление отрыва с использованием энергетического критерия. 

По результатам моделирования процесса деформирования осесимметричных образцов из 

сталеалюминиевого биметаллического композитного материала с тонким промежуточным 

слоем алюминия определено напряженно-деформированное состояние по границам соедине-

ния, при котором происходит расслоение. Реализована серия вычислительных эксперимен-

тов с варьированием критической скорости высвобождения упругой энергии в условиях от-

рыва, в том числе в условиях совместного влияния низких температур и статических нагру-

зок. С использованием энергетического критерия оценивается уровень напряжений, приво-

дящий к расслоению биметаллического соединения. Рассчитана зависимость сопротивления 

отрыву по кольцевому контуру от величины критической скорости высвобождения упругой 

энергии, варьируемой в диапазоне 0,1–0,5 Н/мм. Установлено, что для исследованных вари-

антов вычислительного эксперимента в месте начала расслоения реализуется жесткое 

напряженное состояние с преобладанием нормальных растягивающих напряжений. 

Ключевые слова: имитационное моделирование, деформирование, осесимметричный обра-

зец, сталеалюминиевый композитный материал, граница соединения, трещина. 

1. Введение 

В настоящее время слоистые металлические композитные материалы (СМКМ) на осно-

ве низкоуглеродистых сталей и алюминиевых сплавов, полученные методом горячей прокат-

ки, находят все большее применение. При разработке процессов и изготовлении многослой-

ных металлов оценку качества соединения производят путем механических и технологических 

испытаний образцов композиций, а также металлографических исследований границ соедине-

ния их компонентов. Однако известные способы механических испытаний, технологические 

пробы и металлографические исследования не всегда позволяют оценить качество соединения 

слоев, в частности для композитов с толщиной слоев или прослойкой <1 мм.  

Одним из типовых видов повреждения слоистых материалов при деформации являет-

ся расслоение по границе соединения. Поэтому определение прочностных характеристик 

границ раздела слоев композита при отрыве и сдвиге представляют практическую ценность 
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для обеспечения надежности изделия в условиях эксплуатации. Одним из распространенных 

способов определения прочности соединения слоев биметаллических соединений является 

испытание на срез и на отрыв с определением сопротивления срезу и отрыву по плоскости 

соприкосновения слоев. К нормативным документам исследования биметаллических слои-

стых материалов относятся технические условия ТУ 27.32.09.010-05. Согласно ТУ регламен-

тированы образцы для испытаний. Однако для многослойных материалов оценка прочност-

ных характеристик зависит от многих факторов, таких как схема испытания, конфигурация и 

размеры образца. Для одних и тех же условий испытаний различное количество слоев и схе-

мы чередования слоев, а также их толщина, накладывают свои особенности формоизменения 

рассматриваемых материалов. Поэтому выявление закономерностей разрушения на границах 

многослойных металлических материалов при различных видах воздействия представляет 

собой достаточно сложную задачу, решение которой по-прежнему актуально.  

Для описания процессов возникновения и роста трещин, а также расслоения, в СМКМ 

обычной практикой стало применение подходов механики разрушения с использованием со-

временных методов вычислений. Для изучения поведения композитных структур и опреде-

ления условий инициализации и роста расслоения находят применение подходы, основанные 

на расчете удельной работы расслоения. Одним из таких подходов является метод виртуаль-

ного закрытия трещин (VCCT) [1]. Обоснование метода дано в работе [2]. Одно из главных 

допущений VCCT сводится к тому, что рост трещин происходит по заранее определенному 

пути, а именно по межфазным границам. В настоящее время этот подход применяется с ис-

пользованием имитационного моделирования методом конечных элементов [3–9]. В работах 

[10–14] даны рекомендации по численной реализации подхода, установлены ограничения 

применения существующих формул, используемых для прогнозирования численной длины 

когезионной зоны, и демонстрируются модификации метода, необходимые для повышения 

точности, дано разъяснение относительно минимального количества конечных элементов в 

пределах зоны когезионного взаимодействия. Метод VCCT также успешно применяют в мо-

дифицированном виде для прогнозирования усталостного многоциклового разрушения кон-

струкционных материалов [15–17]. 

Цель работы – с использованием метода вычислительного эксперимента определить 

особенности напряженно-деформированного состояния на межслойных границах сталеалю-

миниевого композитного материла с тонкой прослойкой, и рассчитать сопротивление отрыва 

с использованием энергетического критерия. 

2. Материал и методика 

В вычислительных экспериментах для изучения процессов формоизменения в слои-

стых композитах применялась модель образца, представленная на рис. 1.  

Образец представляет собой осесимметричное тело, закрепленное на опоре, состоя-

щее из трех пластин с вырезом под пуансон. Толщину слоев 1, 2 и 3 приняли следующими: 

7,2 мм; 0,6 и 7,2 мм соответственно. В слоях 1 и 2 выполнено цилиндрическое отверстие под 

пуансон 4. Размер выреза под пуансон варьировался; его диаметр d составлял 6, 10 и 16 мм. 

Диаметр нижней пластины оставался постоянным D = 20 мм. Таким образом, отношение l/D 

изменялось в диапазоне 0,1–0,35. Имитационное моделирование проводили методом конеч-

ных элементов. Моделирование процесса осуществляли с применением расчетного модуля 

Standard в рамках CAE-системы Abaqus. При этом была определена исходная трещина:  

l
0

тр = 0,4 мм. Для реализации деформации образца задавали перемещение пуансона 4 и фик-

сировали усилие P. Для каждого слоя в табличной форме задавали свойства упругопластиче-

ской модели материала с нелинейным упрочнением. Модель материала для верхней пласти-

ны соответствует свойствам стали 12Х18Н10Т; для промежуточного слоя задавали свойства 

алюминиевого сплава АД1; для нижней пластины приняты свойства сплава АМг6. Свойства 

материалов заимствовали из работы [18], кривые упрочнения показаны на рис. 2. Модуль  
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упругости Е и коэффициент Пуассона ν взяты также из литературы. Инструмент задавался 

как абсолютно жесткий. Контактное взаимодействие между заготовкой и инструментом опи-

сывалось законом трения Амантона–Кулона, коэффициент трения μ = 0,2. 

 

 

Рис. 1. Геометрическая модель образца: 1 – пластина из стали 12Х18Н10Т;  

2 – промежуточный слой сплава АД1; 3 – пластина из сплава АМг6; 4 – пуансон 

 

Рис. 2. Кривые упрочнения материалов компонентов композита:  

1 – 12Х18Н10Т; 2 – АМг6; 3 – АД1 

Напряжения σ рассчитывали как отношение значения прилагаемой на пуансон  

нагрузки P к площади контакта на межслойной границе по формуле: 

σ = P/(π((D/2)
2
 – ((d/2 + lтр)

2
)), (1) 

где Р – значение усилия на пуансон; lтр – длина трещины; D, d – параметры геометрической 

модели образца. 

Для определения условий инициализации процесса образования и роста расслое-

ния применяли критерий, обоснованный энергетическим условием [3], в соответствии  

с которым рассчитанная в узле скорость высвобождения упругой энергии GI в условиях 

отрыва должна быть равна или выше значения критической скорости высвобождения 

упругой энергии GIС, заданной пользователем. Расчет энергетического условия осу-

ществляется в Abaqus по формуле: 

f = GI/GIС ≥ 1. (2) 
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Значение GI вычисляется следующим образом: 

GI = –R2Δν/(2Δab), (3) 

где R2 – реакция в вершине трещины, препятствующая ее раскрытию; Δν – вертикальное 

смещение между ближайшими к вершине трещины узлами в локальных координатах;  

b – ширина; Δa – длина элемента на фронте трещины (рис. 3). 

 

 

Рис. 3. Представление параметров расчета высвобождения упругой энергии GI  

при расслоении образца по межслойной границе 

3. Результаты и их обсуждение 

Сравнительный анализ напряженно-деформированного состояния проводили при ва-

рьировании GIС в диапазоне 0,1–0,5 Н/мм. Напряженно-деформированное состояние опреде-

ляли по границам соединения с прослойкой для момента, при котором инициируется рассло-

ение. Распределение компонентов тензора напряжений и пластических деформаций по гра-

нице соединения оценивали визуально, пример представлен на рис. 4. 

 

 

а б 

Рис. 4. Распределение нормальных напряжений σ22 (а) и пластических деформаций εпл (б)  

по границе соединения в момент, предшествующий самопроизвольному распространению 

трещины: l/D = 0,2; GIС = 0,2 Н/мм 

Поле распределения пластической деформации (рис. 4 б) по границе соединения ха-

рактеризуется тем, что любому, в том числе хрупкому разрушению металлов и сплавов 

предшествует локализация пластического течения в тонком слое у вершины трещины [19]. 
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Показано, что пластически деформируется только материал промежуточного слоя (алюми-

ний АД1), а пластическая зона имеет простой профиль и расположена на границе соедине-

ния. В то же время степень пластической деформации в момент, предшествующий самопро-

извольному распространению трещины, зависит от конфигурации образца.  

При конечно-элементном расчете фиксировалась нагрузка на пуансон P в зависимости 

от перемещения пуансона uп (рис. 5) для расчета напряжения σ по формуле (1). Пики на гра-

фике соответствуют началу раскрытия трещины. 

Установлено, что минимальные значения пластической деформации в слое наблюда-

ются при конфигурации образца с соотношением l/D = 0,35. Для каждой конфигурации об-

разца наблюдается линейная зависимость степени пластической деформации εпл от критиче-

ской скорости высвобождения упругой энергии GIС в условиях отрыва. 

 

 

Рис. 5. Зависимость усилия P от перемещения пуансона uп: GIС = 0,1 Н/мм:  

1 – l/D = 0,1; 2 – l/D = 0,2; 3 – l/D = 0,35 

 

Рис. 6. Значения степени пластической деформации εпл в промежуточном слое по границе 

соединения в момент, предшествующий самопроизвольному распространению трещины:  

1 – l/D = 0,1; 2 – l/D = 0,2; 3 – l/D = 0,35 

В исследуемом образце интенсивная пластическая деформация локализуется в промежу-

точном слое вблизи пуансона. В зависимости от используемого в расчетах значений GIС до момен-

та отрыва в прослойке степень пластической деформации составляет 0,0003 до 0,02 соответствен-
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но (рис. 6). Для всех вариантов расчета в месте инициирования расслоения показатель напряжен-

ного состояния k = 0,58, а показатель Лоде–Надаи μσ = + 1. Эти величины практически не меняют-

ся на протяжении процесса деформирования. Такие показатели характеризуют жесткое напряжен-

ное состояние с преобладанием нормальных растягивающих напряжений.  

Сопротивление отрыву σотр определяли в момент, предшествующий самопроизвольному 

распространению трещины, по диаграмме зависимости напряжения σ от перемещения пуансона 

uп. Пример диаграммы представлен на рис. 7. Из рисунка следует, что от конфигурации образца,  

т. е. соотношения l/D, значение сопротивления отрыву практически не зависит. 

 

 

Рис. 7. Зависимость напряжения σ от перемещения пуансона uп при GIС = 0,1 Н/мм:  

1 – l/D = 0,1; 2 – l/D = 0,2; 3 – l/D = 0,35 

 

 

Рис. 8. Зависимость сопротивления отрыву σотр от величины критической скорости  

высвобождения упругой энергии GIС:  – l /D = 0,1; □ – l/D = 0,2; ○ – l/D = 0,35 

По результатам вычислительных экспериментов построена зависимость сопротивле-

ния отрыву σотр от величины критической скорости высвобождения упругой энергии GIС  

в условиях отрыва (рис. 8). Определены коэффициенты уравнения, аппроксимирующего экс-

периментальные данные в интервале GIС = [0,1; 0,5]: 

σотр = 314,56(GIС)
0,5062

. (4) 

Коэффициент детерминации R
2
 = 0,9907. 
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Рис. 9. Зависимость критического раскрытия трещины δк от величины критической скорости 

высвобождения упругой энергии GIС при отрыве 

 

Рис. 10. Зависимость критической длины трещины lкр от величины критической скорости  

высвобождения упругой энергии GIС при отрыве 

На рис. 9 и 10 приведены зависимости критического раскрытия трещины δк и крити-

ческой длины трещины lкр от величины GIС. Зависимости имеют линейный характер. Для 

каждой конфигурации образца с увеличением GIС характерен рост значения критического 

раскрытия трещины δк и небольшое уменьшение критической длины трещины lкр. 

В процентном соотношении критическая длина трещины lкр тем больше, чем больше 

параметр конфигурации образца l (рис. 11). При l/D = 0,1 это соотношение 25–30 %, а при  

l/D = 0,35 длина трещины lкр занимает от 77 до 85 % параметра l. 

Поскольку при низких температурах сопротивление пластической деформации (пре-

дел текучести, прочности, твердости), как правило, возрастает, а пластичность и вязкость  

с понижением температуры обычно уменьшаются, то для учета влияния низких температур 

были изменены параметры кривых упрочнения материалов. Пластические свойства мате-

риалов были взяты для температуры –50 °С. После изменения пластических свойств всех 

слоев образца был проведен расчет и построена зависимость критической скорости высво-

бождения упругой энергии GIС в условиях отрыва от сопротивления отрыву σотр (рис. 12). 

Поскольку значение сопротивления отрыву σотр не зависит от параметров образца, то рас-

чет проводился на одной конфигурации при l/D = 0,35. Зависимость показывает, что при 
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воздействии отрицательных температур на образец для одного и того же значения GIС  

сопротивление отрыва ниже.  

 

 

Рис. 11. Соотношение критической длины трещины lкр в зависимости от параметра  

конфигурации образца l/D и величины критической скорости высвобождения упругой  

энергии GIС для отрыва 

 

Рис. 12. Критическая скорость высвобождения упругой энергии GIС в условиях отрыва  

в зависимости от сопротивления отрыву σотр: 1 – для образцов при T = 20 °С;  

2 – для образцов при T = –50 °С 

Для определения критической скорости высвобождения упругой энергии GIС приве-

дены аппроксимирующие уравнения (5) и (6):  

для образцов при T = 20 °С 

GIC = (2×10
–5

)*(σoтр|20)
1,8919

; (5) 

для образцов при T = –50 °С 

GIC = (8×10
–5

)×(σoтр|–50)
1,6587

. (6) 
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Для оценки относительной погрешности при аппроксимации функций (5) и (6) рас-

считан коэффициент детерминации R
2
, равный 0,99 и 0,9987 соответственно. 

После проведения натурного эксперимента по расслоению и определения реального 

значения сопротивления отрыву σотр расчет с применением данной методики позволит опре-

делить значения GIС и использовать его при моделировании реальной конструкции на проч-

ность.  

4. Заключение 

С целью исследования процессов формоизменения в слоистых металлических компо-

зитах и прогнозирования их расслоения при механическом воздействии проведена серия вы-

числительных экспериментов. Показано, что инициализация и рост трещины происходит на 

границе алюминиевой прослойки в области с преобладанием нормальных растягивающих 

напряжений. Несмотря на то, что подход реализует модель хрупкого разрушения, в прослой-

ке в начальной стадии пластического течения возникают и развиваются пластические де-

формации. Этот факт необходимо учитывать при разработке методики механических испы-

таний.  
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The effect of severe plastic deformation by 1, 3 and 5 revolutions of high pressure torsion 

(HPT) on the structure and mechanical properties of low-alloyed hafnium bronze Cu–0.78wt%Hf is 

studied. In the initial annealed state, hafnium is almost completely bonded into intermetallic com-

pounds. It has been found that the structure of all the investigated bronze specimens subjected to 

HPT is stable and that it remains unchanged after unloading and prolonged ageing at room tempera-

ture. It is shown that all the specimens develop a dispersed submicrocrystalline structure gradient 

along the radius of the disk, with an average crystallite size of 200 nm after 1 revolution to 120 nm 

after 5 revolutions (at mid-radius). The structure is non-uniform even after 5 revolutions, this being 

confirmed by microhardness measurements. The high-pressure-torsion behavior of hafnium bronze 

with Hf bonded into precipitates has much in common with the behavior of pure copper. At the 

same time, in terms of the stability of the obtained structures at room temperature, the behavior of 

the alloy under study demonstrates much in common with that of low-alloyed tin bronze. 

Keywords: severe plastic deformation, high-pressure torsion, nanostructuring, nanostructures, grain 

boundaries, hafnium bronze.  
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Исследовано влияние интенсивной пластической деформации кручением под высо-

ким давлением (КВД) на 1, 3 и 5 об. на структуру и механические свойства низколегирован-

ной гафниевой бронзы Cu–0,78 мас. % Hf. В исходном отожженном состоянии гафний прак-

тически полностью связан в интерметаллические выделения. Установлено, что структура 

всех исследованных образцов бронзы, подвергнутых КВД, стабильна и не претерпевает ка-

ких-либо изменений после снятия нагрузки и при длительном вылеживании. Показано, что 

во всех исследованных образцах формируется дисперсная субмикрокристаллическая струк-

тура, градиентная по радиусу диска, со средним размером кристаллитов от 200 нм после  

1 об. до 120 нм после 5 об. (на середине радиуса). Даже после 5 об. структура является неод-

нородной, что подтверждается измерениями микротвердости. Поведение при кручении под 

высоким давлением гафниевой бронзы со связанным в выделения гафнием имеет много об-

щего с поведением чистой меди. В то же время с точки зрения стабильности полученных 

структур при комнатной температуре поведение рассматриваемого сплава демонстрирует 

много общего с поведением, наблюдавшимся у низколегированной оловянистой бронзы. 

Ключевые слова: интенсивная пластическая деформация, кручение под высоким давлени-

ем, наноструктурирование, наноструктуры, границы зерен, гафниевая бронза.  

1. Введение 

В современных условиях использование чистой меди в качестве конструкционного 

материала крайне ограничено из-за ее высокой пластичности в сочетании с относительно не-

высокой температурой плавления. При этом использование именно меди дает преимущество 

изделиям, для которых необходима высокая электро- или теплопроводность. Например, для 

деталей контактных групп в электротехнических изделиях или теплообменников, работаю-

щих при повышенных нагрузках, применение меди практически не имеет альтернатив. 

На протяжении последних десятилетий велись постоянные поиски возможностей по-

высить прочностные характеристики меди для ее более широкого применения в качестве 

конструкционного материала с уникальными свойствами [1]. И только после появления но-

вого подхода к получению материалов с высокой плотностью структурных дефектов [1–15] 

медь была предложена в качестве полноценного конструкционного материала. Однако полу-

чаемые изделия все же сохранили ряд принципиальных недостатков, к числу которых отно-

сится низкая термическая стабильность структуры [10, 12–15]. 
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Примеси и легирующие элементы повышают температуру начала рекристаллизации ме-

ди даже при крайне низкой концентрации легирующего элемента. Однако применение для леги-

рования элементов, образующих твердые растворы с высокой концентрацией, например, олова, 

не является эффективным в задачах повышения термической стабильности структуры [16].  

Поэтому считается [17–26], что легирование элементами, имеющими наименьшую раство-

римость в меди (Zr, Hf и др.), позволяет достигнуть максимально высокой температуры 

начала рекристаллизации. При этом увеличение их концентрации до более чем 0,05 %, уже 

не всегда приводит к заметному росту температуры начала рекристаллизации [17, 18]. 

Задачей работы было исследовать гафниевую бронзу с минимальным содержанием в 

твердом растворе легирующего элемента, наноструктурированную интенсивной пластиче-

ской деформацией с целью определения формирующейся при деформации структуры и 

уровня прочностных характеристик. 

2. Материал и методика исследования 

Для исследований использовалась гафниевая бронза, химический состав которой при-

веден в табл. 1. 

Таблица 1 – Химический состав гафниевой бронзы, вес. % 

Элемент Hf O Fe Ni Zn Sn 

Содержание, мас. % 0,78 ~0,28 ~0,001 ~0,005 ~0,005 ~0,005 

 

Гафниевая бронза после отливки подвергалась горячей ковке при 600 °С. После ковки 

проводилась механическая обработка и гомогенизирующий отжиг при температуре 800 С  

в течение 1 ч с дальнейшим охлаждением с печью. Для этого использовали вакуумную труб-

чатую печь, позволяющую проводить отжиги в условиях динамического вакуума при давле-

нии 10
–2

–10
–3

 Па. 

Деформирование проводили в открытых наковальнях Бриджмена диаметром 10 мм 

при комнатной температуре на 1, 3 и 5 об., при давлении 6 ГПа с угловой скоростью  

0,3 об./мин.  

Истинную деформацию e рассчитывали как сумму истинной деформации сдвигом и 

осадкой: e = eсдв. + eосадки. При этом истинную деформацию сдвигом рассчитывали по форму-

ле: eсдв. = ln(1+
2
)
1/2

, где  = (R)/h; λ – деформация сдвигом при кручении;  – угол скручи-

вания в радианах; h – толщина образца (мм); R – расстояние от оси вращения (мм). Истин-

ную деформацию осадкой рассчитывали как eосадки = ln(h0/hk), где h0 и hk – толщина образца 

до и после деформации. 

Структуру деформированных и отожженных образцов изучали с помощью просвечи-

вающей электронной микроскопии в электронных микроскопах Philips-CM30 SuperTwin  

и JEM-200CX. 

Измерение микротвердости материала после динамического сжатия проводили на 

приставке к микроскопу Neophot-21 при нагрузке, эквивалентной 40 г, по методике, описан-

ной в работе [27]. 

3. Результаты исследования и их обсуждение 

Микроструктура гафниевой бронзы после ковки и гомогенизирующего отжига при 

температуре 800 С в течение 1 ч представлена на рис. 1. Бронза в отожженном состоянии 

имеет поликристаллическую структуру, с размерами кристаллитов 20–40 мкм, что значительно 

меньше, чем в случае чистой меди и оловянистой бронзы [16]. Кроме того, в структуре наблю-

дались частицы второй фазы, которые хорошо видны на нетравленом шлифе (рис. 1 б). Их 

размеры составляют 1–4 мкм, что согласуется с результатами, полученными в работе [18],  
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в которой изучалась гафниевая бронза с содержанием 0,9 масс. % Hf, и в исходном отожжен-

ном состоянии наблюдались частицы фазы Cu5Hf размером ~3 мкм. Поэтому, исходя из диа-

граммы состояния, можно ожидать, что после такой обработки большая часть гафния связана 

в интерметаллиды Cu5Hf. После травления выявляется зеренная структура (рис. 1 а). Зерна 

имеют размеры от 20 до 100 мкм. В некоторых участках в небольшом количестве присут-

ствуют двойники отжига. Микротвердость в исходном отожженном состоянии составляла  

760 ± 20 МПа. 

 

 

а б 

Рис. 1. Микрофотографии структуры гафниевой бронзы после ковки и отжига  

при температуре 800 °С в течение 1 ч: а – травленый; б – нетравленый шлиф 

Необходимо отметить, что расчетная величина деформации при КВД зависит от рас-

стояния от оси вращения и деформация распределена неравномерно по радиусу образца, 

увеличиваясь от центра к периферии. Соответственно структура измельчается неравномерно, 

особенно при малых величинах деформации (количестве оборотов), и самая мелкая структу-

ра формируется в периферийных областях деформируемых дисков. Поэтому для корректного 

сравнения структуры после разной обработки (например после разного числа оборотов), как 

правило, рассматривают структуру на середине радиуса образцов. Оценочные величины ис-

тинной деформации на середине радиуса образцов представлены в табл. 2. 

Таблица 2 – Расчетная величина истинной деформации, достигаемой  

при деформировании методом КВД на середине радиуса образцов 

Обороты КВД 1 3 5 

e ~4,6 ~5,9 ~6,5 

 

Проведенные исследования показали, что после одного оборота КВД в гафниевой 

бронзе формируется градиентная по радиусу диска дисперсная субмикрокристаллическая 

структура с преимущественно высокоугловыми разориентировками между кристаллитами. В 

центральной части образца, где степень деформации минимальна и структура наименее 

фрагментирована, средний размер кристаллитов составляет ~200 нм (рис. 2 а, б). На снимках 

виден специфический контраст внутри кристаллитов, указывающий на высокий уровень 

внутренних упругих напряжений. Границы некоторых кристаллитов малоугловые, напоми-

нающие дислокационные скопления, хотя имеются и ровные тонкие высокоугловые грани-

цы. При этом на некоторых электронограммах видны близко расположенные рефлексы, об-

разующие радиально вытянутые скопления на Дебаевских кольцах, и их количество невели-

ко. Такие электронограммы можно охарактеризовать как переходные от точечных, характер-
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ных для крупнокристаллической структуры, к кольцевым, которые указывают на образова-

ние субмикрокристаллической структуры. 

 

 

а б 

 

в г 

 

д е 

Рис. 2. Электронные микрофотографии структуры и электронограммы в центральной части 

образца гафниевой бронзы (а, б), на середине радиуса (в, г) и в периферийной части (д, е)  

после КВД на 1 об.: (a, в, д) – светлые поля; (б, г, е) – темные поля;  

вставки – электронограммы 

С увеличением деформации при удалении от центра структура становится более дис-

персной и средний размер кристаллитов уменьшается до ~180 нм (рис. 2 в, г). Поскольку  

в данной области образца деформации выше, то и уровень внутренних упругих напряжений 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

45 

 

 

Evolution of the structure of annealed hafnium bronze nanostructured by high pressure torsion / A. V. Stolbovsky, V. V. Popov, 

R. M. Falahutdinov, and S. A. Murzinova // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2021. – Iss. 1. –  

P. 38–50. – DOI: 10.17804/2410-9908.2021.1.038-050. 

 

значительно выше, и это видно по увеличению плотности дислокаций. Также видно, что 

электронограммы, в основном кольцевые, с уже достаточно большим количеством рефлексов 

на Дебаевских кольцах и их расположение более равномерно (рис. 2 г).  

Наличие различной структуры в зависимости от радиуса указывает на ее зависимость 

от градиента деформации, характерного для метода КВД. При этом градиентный характер 

структуры подтверждается изменением микротвердости по радиусу образца. Значения мик-

ротвердости составляют 1740 ± 60 МПа в центре образца, 1820 ± 20 МПа на середине радиу-

са и 2050 ± 40 МПа на краю образца. При этом с увеличением деформации (числа оборотов) 

КВД ожидаемо происходит как повышение микротвердости, так и ее выравнивание по ради-

усу образца (рис. 3). Такое выравнивание микротвердости с ростом величины деформации 

вполне ожидаемо, однако данный процесс не происходит в полной мере, что видно по изме-

нению микротвердости для 5 об. КВД. Это указывает на сохраняющуюся зависимость мик-

роструктуры от положения участка в плане его удаленности от центра. 

 

 

Рис. 3. Изменение микротвердости гафниевой бронзы по радиусу образцов  

после деформирования методом КВД с различным числом оборотов:  

1 – 1 об.; 2 – 3 об.; 3 – 5 об.; 

Поскольку в бронзе после КВД на 3 и 5 об. микротвердость становится более равно-

мерной по радиусу образцов с увеличением деформации, то можно было ожидать и более 

однородной структуры. 

Действительно, после 3 об. КВД структура становится более однородной, однако раз-

личия по радиусу все же присутствуют (рис. 4). Структура заметно измельчилась по сравне-

нию с представленной выше структурой после 1 об. КВД для снимков с середины радиуса 

образца. Средний размер кристаллитов в этом состоянии составляет 150 нм. Границы кри-

сталлитов имеют искривления, а внутри кристаллитов наблюдается характерный для напря-

женного состояния контраст, что косвенно свидетельствует о высоком уровне внутренних 

напряжений и особом «неравновесном» состоянии границ. Однако практически на всех элек-

тронограммах Дебаевские кольца все еще не сформированы достаточным количеством ре-

флексов (рис. 4 б). 

Поскольку в периферийной части образцов для 1, 3 и 5 об. в микротвердость повышает-

ся до практически одного и того же значения 2050 ± 40 МПа, то можно было ожидать близкой 

по параметрам микроструктуры (рис. 3). Структура в этой части образца для 5 об. показана на 

рис. 4 в, г и в целом очень похожа на структуру после 1 об. (рис. 2 д, е). 
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а б 

 

в г 

Рис. 4. Электронные микрофотографии структуры и электронограммы в центральной части 

образца гафниевой бронзы после КВД на 3 об. а (а, б) и в периферийной части (в, г) после 

КВД на 5 об.: (a, в) – светлые поля; (б, г) – темные поля; вставки – электронограммы 

Средний размер кристаллитов, достигаемый при КВД 5 об. в периферийной части, со-

ставляет приблизительно 120 нм. Однако структура все еще неоднородна и на Дебаевских 

кольцах электронограмм еще не наблюдается равномерно распределенных рефлексов. В то 

же время на снимках с периферийной части образцов появляются области с элементами 

структуры, претерпевшей процессы релаксации. Есть зерна с прямыми ровными границами, 

но не равноосной, а вытянутой формы, а внутри кристаллитов наблюдается характерный для 

напряженного состояния контраст. Наблюдается и значительный локальный разброс кри-

сталлитов по размерам. Все это указывает на протекание релаксационных процессов непо-

средственно при деформировании и может служить ограничением для дальнейшего измель-

чения зерен и повышения микротвердости данного материала. 

Более наглядно упрочнение с ростом деформации гафниевой бронзы демонстрирует 

рис. 5, на котором значения микротвердости нанесены в зависимости от числа оборотов КВД 

при комнатной температуре. 
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Рис. 5. Изменение микротвердости гафниевой бронзы при КВД в зависимости  

от числа оборотов (на середине радиуса образцов) 

Микротвердость при КВД постепенно возрастает, однако изменения не столь зна-

чительны, как в оловянистой бронзе [28], и являются неким средним состоянием между 

значениями, полученными для оловянистой бронзы и меди технической чистоты стандар-

та М1 [14]. Так, для гафниевой бронзы характерно значительное упрочнение уже при од-

ном обороте КВД, как и для оловянистой бронзы. Однако с дальнейшим увеличением де-

формации в структуре наблюдаются характерные элементы, указывающие на прохожде-

ние релаксационных процессов, как наблюдалось при исследовании меди, и рост микро-

твердости замедляется. При этом полученные структуры гафниевой бронзы стабильны 

при комнатной температуре, как и у образцов оловянистой бронзы [28], тогда как для 

медных образцов наблюдалось изменение структуры после снятия нагрузки при вылежи-

вании деформированных образцов при комнатной температуре [14]. 

Можно заключить, что применение кручения под высоким давлением позволяет зна-

чительно сильнее измельчать зеренную структуру образцов из гафниевой бронзы уже при  

1 об. КВД, в сравнении с методом РКУП [19, 23], вследствие большей деформации, несмотря 

на градиентное изменение структуры по радиусу образцов. Также в образцах, подвергнутых 

КВД, в целом структура не только более дисперсная, но и более равномерная с преобладани-

ем равноосных кристаллитов, по сравнению со структурой после РКУП, в которой явно вы-

ражены полосы деформации и протяженные двойники [19, 23]. 

4. Заключение 

Проведенные исследования показали, что даже в случае с минимальным содержанием 

в твердом растворе гафния, структура всех исследованных образцов бронзы после КВД явля-

ется стабильной при комнатной температуре и не претерпевает каких-либо изменений после 

снятия нагрузки и длительном вылеживании. 

При этом уже после одного оборота КВД в гафниевой бронзе формируется градиент-

ная по радиусу диска дисперсная субмикрокристаллическая структура со средним размером 

кристаллитов около 200 нм и преимущественно высокоугловыми разориентировками между 

кристаллитами. С увеличением деформации при удалении от центра структура становится 

более дисперсной и средний размер кристаллитов уменьшается до ~180 нм. А средний раз-

мер кристаллитов, достигаемый при КВД 5 об. в периферийной части, составляет прибли-
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зительно 120 нм. Однако структура все еще неоднородна, что подтверждается измерени-

ями микротвердости, и наблюдается значительный локальный разброс кристаллитов  

по размерам. 

В то же время полученное при гомогенизирующем отжиге содержание гафния, по-

видимому, уже не обеспечивает условий для достижения однородной нанокристаллической 

структуры даже при 5 об. КВД из-за протекания релаксационных процессов непосредственно 

при деформировании, что и является ограничением для измельчения зерна и повышения 

микротвердости при данной обработке.  
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The plastic properties of aluminum (99.5 %) are considered. Using the hardening curves  

(for strain rates of 0.25, 0.4, and 63.0 s
 −1

), analytic dependences of the yield stress of aluminum on 

strain (in the range between 0.0 and 0.5) and strain rate (in the range between 0.25 and 63.0 s
−1

) 

have been found. 

Keywords: aluminum, yield stress, hardening curves, analytic dependence of yield stress on strain 

and strain rate. 
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Рассматриваются пластические свойства технического алюминия (99,5 %). Используя 

известные кривые упрочнения при сжатии алюминия для скоростей деформации 0,25; 4,0  

и 63,0 с
–1

, найдены аналитические выражения для предела текучести алюминия от деформа-

ции (в области 0,0–0,5) и от скорости деформации (в области 0,25–63,0 с
–1

). 

Ключевые слова: алюминий, напряжение течения, аналитическая зависимость напряжения 

течения от деформации и скорости деформации. 

1. Введение 

При совершенствовании технологических процессов обработки металлов давлением, 

в которых напряженно-деформированное состояния существенно неоднородно, необходимо 

знать зависимость предела текучести металла от деформации и скорости деформации в ана-

литическом виде. В литературе, однако, эта зависимость обычно задается с помощью кривых 

упрочнения для некоторых скоростей деформации. Такое представление усложняет расчеты 

напряженно-деформированного состояния.  

В работе [1] пластические свойства технического алюминия описываются с помощью 

кривых упрочнения при сжатии для скоростей деформации 0,25; 4,0 и 63,0 с
–1

, полученных 

для деформации в пределах 5,00,0  . 

В настоящей работе кривые упрочнения для технического алюминия , представлен-

ные в [1], аппроксимируются непрерывными функциями. Аппроксимация производится  

с помощью метода, использованного в работе [2]. Получены аналитические выражения для 

предела текучести алюминия от деформации (в области 5,00,0  ) и от скорости деформации 

(в области 0,25–63,0 с
–1

).  

2. Аппроксимация кривых упрочнения алюминия для скоростей деформаций  

 = 0,25; 4,0 и 63,0 с
–1

 

На рисунке точками представлены кривые упрочнения для сжатия технического алю-

миния со скоростями деформации  = 0,25; 4,0 и 63,0 с
–1

 [1]. 

Кривые упрочнения алюминия для различных скоростей деформации построим  

аппроксимацией по соответствующим точкам с помощью степенных функций 

imelk ii  , (1) 

mailto:SoloveiVD@yandex.ru
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где i = 1; 2 и 3 для скоростей деформации  = 0,25; 4,0 и 63,0 с
–1

 соответственно. 

Вычисления дают следующие значения искомых коэффициентов: 

k1 = 59,0206; l1 = 110,3585; m1 = 0,693; 

k2 = 69,8271; l2 = 116,8319; m2 = 0,676; 

k3 = 76,2594; l3 = 124,0473; m3 = 0,614. 

 

 

Кривые упрочнения алюминия при 20 С для скоростей деформации, с
–1

:  

1 – 0,25; 2 – 4,0; 3 – 63,0 [1] (точки – данные; сплошные линии – результат аппроксимации) 

Точность аппроксимации составляет менее 2 %. 

3. Аналитическая зависимость предела текучести алюминия от деформации и скорости 

деформации 

Зависимость предела текучести технического алюминия на сжатие   от деформации 

e  и скорости деформации   определим в виде 


2

ln)(2ln)(1)(0),( eaeaeae . 
(2) 

Аппроксимация кривых упрочнения (1) дает следующие соотношения для коэффици-

ентов в (2): 

)(303)(202)(101)(0 eaeaeaea  ; 

)(313)(212)(111)(1 eaeaeaea  ; 

)(323)(222)(121)(2 eaeaeaea  , 

(3) 

где  

а01 = 0,3746; а02 = 0,7514; а03 = –0,1261; 

а11 = –0,3607; а12 = 0,3607; а13 = –0,0; 

а21 = 0,0652; а22 = –0,1308; а23 = 0,0656. 
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Здесь 1(e); 2(e) и 3(e) – значения напряжений, относящиеся, соответственно, к кри-

вым упрочнения 1; 2 и 3 представленным соотношением (1), для деформации е. 

Точность аппроксимации составляет менее 0,01 %. 

Соотношения (1), (2) и (3) определяют зависимость предела текучести технического 

алюминия на сжатие   от деформации (в диапазоне 0,0е0,5) и скорости деформации  

(в диапазоне 0,2563,0 с
–1

). 

4. Заключение 

Аппроксимацией известных кривых упрочнения технического алюминия (99,5 %)  

для сжатия найдена аналитическая зависимость предела текучести алюминия от деформации 

(в области 5,00,0  ) и скорости деформации (в области 0,25–63,0 с
–1

). Вне указанной области 

найденные соотношения могут быть использованы для оценки величины предела текучести 

технического алюминия. 
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An operator equation is obtained, the solution of which is an intrinsic (residual) stress tensor 

reducing the stress level to zero in a predetermined region of a rigidly loaded elastic body. It is 

shown that the operator of this equation is a contraction operator and, therefore, this equation can  

be solved by the method of successive approximations. An example is given. 

Keywords: residual stresses, energy Hilbert space, orthogonal subspaces, operator equation, con-

traction operator, successive approximations. 
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Получено операторное уравнение, решением которого является тензор собственных 

(остаточных) напряжений, снижающий до нуля уровень напряжений в наперед заданной об-

ласти упругого тела при его жестком нагружении. Показано, что оператор этого уравнения 

является оператором сжатия и, следовательно, решение этого уравнения можно найти мето-

дом последовательных приближений.  

Ключевые слова: остаточные напряжения, энергетическое гильбертово пространство, орто-

гональные подпространства, операторное уравнение, оператор сжатия, последовательные 

приближения. 

1. Введение 

Остаточными (собственными) напряжениями принято называть такие напряжения, 

которые существуют и уравновешиваются в теле после устранения воздействий, вызвав-

ших их появление. Уровень остаточных напряжений, возникающих почти при всех тех-

нологических процессах термической и механической обработки, является важным пара-

метром, определяющим качество элементов конструкций [1–11]. Эти напряжения, скла-

дываясь с напряжениями от внешней нагрузки, либо увеличивают несущую способность 

конструкционных элементов, либо уменьшают ее [3, 8, 12]. Остаточные напряжения 

определяют либо экспериментально [12], либо используя современные математические 

методы [13]. Причем в технике хорошо известны технологии создания благоприятных 

полей остаточных напряжений [1, 14–16]. Очевидно, что дать оценку влияния остаточных 

напряжений на прочность изделий желательно получить уже на стадии проектирования 

для того, чтобы разработать такую технологию изготовления деталей конструкций, при 

которой возникали бы остаточные напряжения, благоприятно взаимодействующие с 

напряжениями, появляющимися в процессе их эксплуатации. 

В некоторых случаях необходимо снизить уровень напряжений только в отдельных 

областях – областях концентрации напряжений от внешней нагрузки. В работе приведена 

методика расчета такого поля собственных напряжений, которое при заданном жестком 

нагружении упругого тела, складываясь с напряжениями от нагрузки, позволяет в отдельных 

областях тела получить суммарное напряженное состояние, сколь угодно близкое к нулю. 

При этом неявно предполагается, что в других областях суммарные напряжения не превос-

ходят предела текучести. 
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2. Постановка задачи  

Рассмотрим упругое тело 𝑉, ограниченное достаточно гладкой поверхностью Г. Зада-

дим точкам части границы Г1 перемещения, определяемые вектором 𝝂(𝑦), 𝑦 ∈  Г1. Оставша-

яся часть границы Г2 свободна от напряжений. Напряженно-деформированное состояние в 

теле находится из решения краевой задачи 

∇ ∙ 𝝈 = 0, 𝜺 = def  𝒖, 𝝈 = 𝑪 ∙∙ 𝜺, 𝒖|Г1
= 𝝂, 𝝈 ∙ 𝒏 |Г2

= 0. (1) 

Здесь первая группа уравнений – это уравнения равновесия; вторая – соотноше-

ния Коши; третья – закон Гука [17]. Симметричные тензоры второго ранга напряжений 

и деформаций обозначены, соответственно, символами 𝝈 и 𝜺, 𝒖 – вектор перемещений 

внутренних точек тела 𝑉; 𝒏 – единичный вектор внешней нормали к поверхности Г;  
𝑪 – симметричный тензор четвертого ранга модулей упругости; ∇ – оператор Гамильто-

на, точкой обозначено скалярное произведение, двумя точками – двойное скалярное 

произведение тензоров [10]. 

Если теперь в теле возникнет поле первоначальных несовместных деформаций [11], 

заданное симметричным несовместным тензором второго ранга 𝜺∗(𝑥), [ ∈ 𝑉, то появятся до-

полнительные самоуравновешенные напряжения [11]. Для их определения необходимо ре-

шить краевую задачу [18]: 

∇ ∙ 𝐪′′ = 0, 𝐞 = def  𝒖, 𝒒′′ = 𝑪 ∙∙ (𝒆 − 𝜺∗), 𝒖|Г1
= 0, 𝒒′′ ∙ 𝒏 |Г2

= 0. (2) 

Здесь 𝐪′′ и 𝐞 – симметричные тензоры, второго ранга напряжений и деформаций. 

Согласно принципу суперпозиции напряженное состояние в теле задано теперь сум-

мой тензоров 𝜺 (𝑥) + 𝐪′′(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑉. Будем считать, что тензор 𝐪′′(𝑥) оптимизирует напря-

женное состояние в упругом теле, если в некоторой наперед заданной области 𝑉1 ⊂ 𝑉 имеет 

место равенство 

(𝑥)𝐪′′(𝑥) + (𝑥)𝝈(𝑥) = 0, (𝑥) = {1, 𝑥 ∈  𝑉1;   0, 𝑥 ∉  𝑉1}. (3) 

Тогда задача оптимизации формулируется следующим образом: требуется найти та-

кое поле первоначальных деформаций, при реализации которого возникнут такие дополни-

тельные напряжения, что в области 𝑉1 будет выполняться равенство (3). 

3. Функциональные пространства тензоров второго ранга 

В основу дальнейших рассуждений положим энергетическое гильбертово пространство  𝑇, 

состоящее из всевозможных симметричных тензоров напряжений, определенных в 𝑉 [19]. Ска-

лярное произведение и норма в нем заданы формулами [19, 20] 

(𝒑𝟏, 𝒑𝟐) =  ∫ 𝒑𝟏

𝑉

∙∙ 𝑺 ∙∙ 𝒑𝟐 𝑑𝑉;    ||𝒑||
2

= (𝒑, 𝒑);     𝒑, 𝒑𝟏, 𝒑𝟐 ∈ 𝑇, 

где 𝑺 – тензор модулей податливости 𝑺 = 𝑪−1. Известно [19, 20], что пространство 𝑇 являет-

ся ортогональной суммой следующих подпространств: 

𝑇1 = {𝒑′: 𝒆′ = 𝑺 ∙∙ 𝒑′;    𝐽𝑛𝑘 𝒆′ = 0};    𝑇2 = {𝒑′
′: ∇ ∙ 𝒑′

′ = 0, 𝒑′′ ∙ 𝒏|Г = 0} 

Оператор 𝐽𝑛𝑘 – опреатор несовместности [17]. 

Элементами подпространства 𝑇1 являются решения краевой задачи теории упругости 

при всевозможных объемных и поверхностных силах: 
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∇ ∙ 𝒑′ = 𝒇;  𝒆′ = def 𝒖 ;   𝒑′ =  𝑪 ∙∙ 𝒆′;   𝒏 ∙ 𝒑′|Г = 𝒕. (4) 

Здесь 𝒇 =  𝒇(𝑥);   𝑥 ∈ 𝑉 – вектор объемных сил; 𝒕 =  𝒕(𝑥);   𝑥 ∈ Г – вектор поверх-

ностных сил. Элементами подпространства 𝑇2 являются решения краевой задачи: 

∇ ∙ 𝒑′′ = 0, 𝒆′ = def 𝒖 , 𝒑′′ =  𝑪 ∙∙ (𝒆′ − 𝜺∗), 𝒏 ∙ 𝒑′′|Г = 0. (5) 

для всевозможных симметричных тензоров второго ранга первоначальных деформаций 𝜺∗. 

Если 𝑝′ ∈ 𝑇2, а 𝑝′′ ∈ 𝑇2, то, используя формулу Остроградского–Гауса, находим: 

(𝒑′′, 𝒑′) =  ∫ 𝒑′′

𝑉

∙∙ 𝑺 ∙∙ 𝒑′𝑑𝑉 =  ∫ 𝑝′′ ∙∙ 𝑒 ′𝑑𝑉 =   ∫ 𝒑′′

𝑉

∙∙ 𝑑𝑒𝑓 𝒖
𝑉

 𝑑𝑉 = 

=  − ∫ ∇ ∙ 𝒑′′

𝑉

∙  𝒖 𝑑𝑉 + ∫ 𝒏 ∙ 𝒑′′

Г

∙  𝒖 𝑑Г = 0. 

Рассмотрим еще два подпространства: 

𝐷1 = {𝒒′: 𝐽𝑛𝑘 (𝑺 ∙∙ 𝒒′) = 0;     𝑢|Г1
= 0};   𝐷2 = {𝒒′

′: ∇ ∙ 𝒒′
′ = 0, 𝒏 ∙ 𝒒′′|Г2

= 0}. 

Элементами подпространства 𝐷1 являются решения краевой задачи 

∇ ∙ 𝒒′ = 𝒇;   𝒆′ = 𝑑𝑒𝑓 𝒖;    𝒒′ = 𝑪 ∙∙ 𝒆′;      𝒖|Г1
= 0;     𝒒′ ∙ 𝒏|Г2

= 𝒕 

для всевозможных 𝒇 и 𝒕. 

Элементы подпространства 𝐷2 – решения краевой задачи 

∇ ∙ 𝒒′′ = 𝟎;   𝒆′ = 𝑑𝑒𝑓 𝒖;    𝒒′′ = 𝑪 ∙∙ (𝒆′ − 𝜺∗);      𝒖|Г1
= 𝒗;      𝒒′′ ∙ 𝒏|Г2

= 0 

для различных 𝜺∗ и 𝑉. 

Используя формулу Остроградского–Гаусса, находим: 

(𝒒′′, 𝒒′) = ∫ 𝒒′′

𝑉

∙∙ 𝒒′𝑑𝑉 =  ∫ 𝒒′′

𝑉

∙∙ 𝒆′𝑑𝑉 =  ∫ 𝒒′′

𝑉

∙∙ def 𝒖 𝑑𝑉 =

=  − ∫ ∇ ∙ 𝒒′′

𝑉

∙  𝒖 𝑑𝑉 + ∫ 𝒏 ∙ 𝒒′′

Г

∙  𝒖 𝑑Г =

= − ∫ ∇ ∙ 𝒒′′

𝑉

∙  𝒖 𝑑𝑉 + ∫ 𝒏 ∙ 𝒒′′

Г1

∙  𝒖 𝑑Г + ∫ 𝒏 ∙ 𝒒′′

Г2

∙  𝒖 𝑑Г = 0.  

 

Таким образом, пространство 𝑇 есть ортогональная сумма либо подпространств 𝑇1  

и 𝑇2, либо подпространств 𝐷1 и 𝐷2; 𝑇 = 𝑇1⨁𝑇2;𝐷 = 𝐷1⨁𝐷2. 
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Итак, любой тензор 𝒑 ∈ 𝑇 [19, 20] можно представить единственным образом: суммой 

𝒑 = 𝒑′ + 𝒑′′ или суммой 𝒑 = 𝒒′ + 𝒒′′, где 𝒑′ ∈ 𝑇1; 𝒑′′ ∈ 𝑇2; 𝒑′, 𝒑′′ = 0; 𝒒′ ∈ 𝐷1; 𝒒′′ ∈ 𝐷2; 

𝒒′, 𝒒′′ = 0; 𝒑′ = 𝑃1𝒑;  𝒑′′ = 𝑃2𝒑; 𝒒′ = 𝑄1𝒑; 𝒒′′ = 𝑄2𝒑.  

Здесь 𝑃1 и  𝑃2 – операторы ортогонального проектирования на подпространства 𝑇1 и 

𝑇2  соответственно, а 𝑄1 и 𝑄2 – ортопроекторы на 𝐷1 и 𝐷2, причем 𝑃1 + 𝑃2 = 𝐼;  𝑄1 + 𝑄2 = 𝐼 , 
где 𝐼 – тождественный оператор. Далее очевидно, что 𝑇2 ⊂ 𝐷2 и 𝐷1 ⊂ 𝑇1. Тогда 𝑄1𝑃2 =
𝑃2𝑄1 = 0 [21, 22] (проекторы 𝑄1 и 𝑃2  ортогональны, так как ортогональны подпространства 

𝐷1 и 𝑇2). И кроме того имеют место равенства: 

𝑃1𝑄1 =  𝑄1;   𝑄1𝑃1 =  𝑄1;   𝑄2𝑃2 =  𝑄2;   𝑃2𝑄2 =  𝑄2. (6) 

Эти равенства проверяются непосредственно. Например: 

𝑃1𝑄1 = (𝐼 − 𝑃2)𝑄1 = 𝑄1 − 𝑃2𝑄1 = 𝑄1 

и т. д. Отметим, наконец, что решения задач (1) и (2) принадлежит подпространству 𝐷2. 

4. Решение системы (2) 

1. Найдем теперь общий вид решения системы (2). Задачу будем решать в два этапа. 

Сначала запишем решение задачи (5). В работе [18] показано, что тензор напряжений здесь 

определяется выражением  𝒑′′ =  −𝑃2𝝈∗(𝝈∗ = 𝐶 ∙∙ 𝜀∗), а совместные деформации и переме-

щения являются решениями уравнений (4) при 𝑓 = ∇ ∙ 𝝈∗, t = 𝝈∗ ∙ 𝑛|Г (задача (А)), причем 

𝒑′ = 𝑃1𝝈∗. Итак, получили напряженно-деформированное состояние в теле со свободной 

границей при заданном поле первоначальных деформаций. Обозначим через 𝒘 перемещения, 

которые получают при этом точки границы (𝒖|Г =  𝒘). На втором этапе необходимо решить 

задачу (1) при граничных условиях 𝒖|Г1
=  −𝑤, 𝝈 ∙ 𝒏|Г2

= 0 (задача (В)) и затем наложить 

это решение на решение задачи (5). 

Рассмотрим дополнительную систему 

∇ ∙ 𝒑′
𝑤

=  ∇ ∙  𝛔∗, 𝒆′ = 𝑑𝑒𝑓 𝒖, 𝒑′
𝑤

= 𝑪 ∙ ∙ 𝒆′, 𝒖|Г1
=  𝑤, 𝒑′

𝑤
∙  𝒏|Г2

=   𝛔∗ ∙  𝒏|Г2
. (7) 

Решение системы (7), очевидно, совпадает с решением задачи (А). Следовательно, 

𝒑′
𝑤

= 𝒑′ = 𝑃1𝝈∗.Из данного тензора 𝒑′
𝑤

 вычтем тензор напряжений 𝝈𝑤, удовлетворяющий 

системе (1) с граничными условиями 𝒖|Г1
= 𝑤,  𝝈𝑤  ∙  𝒏|Г2

= 0. Тогда 𝒑′
𝑤

− 𝝈𝑤 ∈ 𝐷1. Отсюда 

𝒑′
𝑤

= (𝒑′
𝑤

− 𝝈𝑤) + 𝝈𝑤, где 𝝈𝑤 ∈ 𝐷2. 

То есть имеет место разложение тензора 𝒑′
𝑤

 на сумму элементов из подпространства 

𝐷1 и 𝐷2. В силу единственности такого представления находим, что 𝝈𝑤 = 𝑄2𝒑′
𝑤

= 𝑄2𝑃1𝝈∗. 

Теперь решение задачи (В) определяется выражением (−𝑄2𝑃1𝝈∗). Итак, искомое решение 

задачи (2) с учетом равенства (6) можно представить в виде: 

𝒒′′ = −𝑃2𝝈∗ − 𝑄2𝑃1𝝈∗ =  −(𝐼 − 𝑃1)𝝈∗ − 𝑄2𝑃1𝝈∗ = −𝝈∗ + (𝐼 − 𝑄2)𝑃1𝝈∗ = −𝝈∗ + 

+𝑄1𝑃1𝝈∗ = −𝝈∗ + 𝑄1𝝈∗ =  −(𝐼 − 𝑄1)𝝈∗ = −𝑄2𝝈∗. 
(8) 

5. Метод решения задачи оптимизации 

Следуя работе [20], перепишем уравнение (3) с учетом равенства (8) в виде 𝜒𝑄2𝝈∗ = 𝜒 𝝈. 
Подставляя сюда выражение 𝑄2 = 𝐼 − 𝑄1получаем операторное уравнение 𝜒𝝈∗ =  𝜒𝑄1𝝈∗ + 𝜒𝝈. 
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Будем искать решение данного уравнения на множестве 𝜒𝑇. Если 𝝈∗ ∈  𝜒𝑇, то 𝜒 𝝈∗ =
𝝈∗, (𝜒𝜒 = 𝜒). Тогда окончательно 

𝝈∗ = 𝜒𝑄1𝝈∗ +  𝜒𝝈. (9) 

Оценим норму оператора 𝜒𝑄1. Имеем ||𝜒𝑄1|| ≤ ||𝜒|| ∙ ||𝑄1||. Известно, что ||𝑄1|| = 1  

[14]. Далее ||𝜒𝑝||2 = ∫ 𝜒𝑝
𝑉

∙ ∙   𝑆 ∙ ∙  𝜒𝑝 𝑑𝒗 =  ∫ 𝑝
𝑉1

∙ ∙  𝑝 𝑑𝑉 < ∫ 𝑝 ∙
𝑉

 ∙  𝑆 ∙ ∙  𝑝 𝑑𝑉 = ||𝑝||2. 

Здесь 𝑝 ∙ ∙ 𝑆 ∙ ∙ 𝑝 – положительно определенная квадратичная форма, 𝑝 – некоторый элемент 

из множества 𝑀 ⊂ 𝑇 , которое составляют тензоры, определенные в области 𝑉 ′, где 𝑉 ′ – лю-

бая область? входящая или совпадающая с 𝑉, причем 𝑉1 ⊂ 𝑉 ′. Тогда, рассматривая 𝜒 как опе-

ратор, действующий из 𝑀 ⊂ 𝑇 в 𝜒𝑇, получаем ||𝜒|| < 1. Если же 𝜒 действует из 𝜒𝑇 в 𝜒𝑇, то 

||𝜒|| = 1. Очевидно, что оператор 𝑄1 отображает элементы из 𝑇 в 𝑀, кроме элементов 

𝜒𝑞′ ∈ 𝐷1. Отсюда следует, что оператор 𝜒𝑄1, определенный на множестве 𝜒𝑇(𝜒𝑇⋂𝐷1), имеет 

норму ||𝜒𝑄1|| < 1. Следовательно, он является оператором сжатия, и решение уравнения (9) 

представимо сходящимся рядом 

𝝈∗ = ∑(𝜒𝑄1)𝑛 𝜒𝝈.

∞

𝑛=0

 (10) 

Наконец, искомое поле первоначальных деформаций определяется тензором 𝜺∗ = 𝑺 ∙ ∙ 𝝈∗. 

Замечание 1. Так как 𝑄2(𝝈∗ + 𝒒′) =  𝑄2𝝈∗, где 𝒒′ – произвольный элемент из 𝐷1, то 

любой тензор 𝜺 =  𝜺∗ + 𝜺′, где 𝜺′ =  𝑺 ∙ ∙ 𝒒′, также инициирует поле напряжений 𝒒′′(𝑥), обла-

дающее свойством (3). 

Замечание 2. Если в теле требуется создать заданное поле напряжений 𝒒′′(𝑥), то поле 

первоначальных деформаций определяется тензором 𝜺∗(𝑥) = 𝜺′′(𝑥) + 𝜺′(𝑥), где 𝜺′′ =  𝑺 ∙ ∙ 𝒒′′; 

𝜺′ – произвольный тензор совместных деформаций, которому отвечают перемещения, обра-

щающиеся в нуль на границе Г1. 

6. Пример 

Рассмотрим частный случай. Пусть точкам границы тонкого круглого диска радиуса 𝑅 

заданы радиальные перемещения 𝜈. Требуется найти первоначальные деформации, вызыва-

ющие появление таких добавочных напряжений, которые в сумме с напряжениями от внеш-

ней нагрузки дают нулевое напряженное состояние в центральной зоне радиуса 𝑅1. 

Решения краевых задач (1) и (2) определяют соответственно формулы: 

𝜎𝑟 = 𝜎𝜃 =
𝐸𝜈

(1 − 𝜇)𝑅
,   𝜀𝑟 = 𝜀𝜃 =

𝜈

𝑅
; 

𝑞𝑟
′′ = 𝑞𝜃

′′ =
𝐸 𝜀0

∗

2(1 − 𝜇)
[(1 + 𝜇)

𝑅1
2

𝑅2
+ (1 − 𝜇)], 

𝑒𝑟 = 𝑒𝜃 =
1

2
  𝜀0

∗ (1 + 𝜇) (1 −
𝑅1

2

𝑅2
) ,    0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅1, 

𝑞𝑟,𝜃
′′ =

𝐸 𝜀0
∗ 𝑅1

2

2𝑅2(1 − 𝜇)
[(1 + 𝜇) ±  (1 − 𝜇)

𝑅2

𝑟2
], 

𝑒𝑟,𝜃 = −
𝜀0

∗ (1 + 𝜇) 𝑅1
2

2𝑅2
(1 ±

𝑅1
2

𝑅2
),    𝑅1  ≤ 𝑟 ≤ 𝑅. 
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Индексами 𝑟 и 𝜃 обозначены, соответственно, радиальные и тангенциальные напря-

жения и деформации; 𝐸 – модуль Юнга; 𝜇 – коэффициент Пуассона; 𝜀0
∗ =  𝜀𝑟

∗ = 𝜀𝜃
∗  – первона-

чальные деформации в центральной зоне, требующие определения. 

Используя данные выражения, находим, что в формуле (10) величина 

𝜒𝜎 = 𝜒
𝐸𝜈

(1 − 𝜇)𝑅
 

и оператор 

𝑄1 =
1

2
(1 + 𝜇) (1 −

𝑅1
2

𝑅2
), 

где 𝜒 = 1, 𝑟 ∈ [0, 𝑅1];  𝜒 = 0, 𝑟 ∈ [𝑅1, 𝑅]. Тогда суммируя ряд (10), который представляет 

собой убывающую геометрическую прогрессию, получаем: 

𝜎0
∗ = 𝜒𝜎𝑟

∗ = 𝜒𝜎𝜃
∗ =

2𝜒 𝑅 𝜈𝐸

(1 − 𝜇)[(1 − 𝜇)𝑅2 + (1 + 𝜇)𝑅1
2]

. 

Отсюда искомое значение 𝜀0
∗ =  (1 − 𝜇)𝐸−1𝜎0

∗. Далее получаем: 

𝑞𝑟
′′ = 𝑞𝜃

′′ =
𝐸 𝜇

(1 − 𝜇)𝑅
;    0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅1; 

𝑞𝑟,𝜃
′′ =

𝐸 𝑅2𝜈

𝑅(1 − 𝜇)[(1 − 𝜇)𝑅2 + (1 + 𝜇)𝑅1
2]

[(1 + 𝜇) ±  (1 − 𝜇)
𝑅2

𝑟2
] ;     𝑅1  ≤ 𝑟 ≤ 𝑅. 

Таким образом, суммарные напряжения в центральной зоне равны нулю, а в кольце, 

окружающем эту область, получаем решение задачи Ляме для соответствующих граничных 

условий. 
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