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An exact analytical solution is obtained for the system of equations governing stationary  

convection of a viscous incompressible fluid, accounting for the buoyancy force (within the  

Boussinesq approximation) and viscous dissipation. The flow in a plane layer between two parallel 

plates is considered. It is found that the system admits two mutually exclusive classes of solutions. 

One describes a thermogravitational flow with a linear dependence of temperature on the longitudinal 

coordinate and a velocity dependent only on the transverse coordinate. The other class represents a 

generalized shear flow, combining the Couette and Poiseuille profiles with temperature depending 

solely on the transverse coordinate and explicitly accounting for dissipative heating. It is shown that 

the energy equation prohibits the simultaneous existence of a transverse velocity shear and a longi-

tudinal temperature gradient. For the latter class, an explicit closed-form solution is constructed for 

a particular case, namely a generalized Couette–Poiseuille flow with a constant pressure gradient 

and isothermal boundaries, which includes closed-form expressions for velocity, temperature, and 

pressure. All the solutions strictly satisfy the equations of motion and energy, as well as the specified 

boundary conditions. 

Keywords: exact solution, Couette–Poiseuille flow, viscous dissipation, Boussinesq approximation, 

stationary convection 
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В работе получено точное аналитическое решение системы уравнений стационарной 

конвекции для вязкой несжимаемой жидкости с учетом силы Архимеда (в приближении Бус-

синеска) и вязкой диссипации. Рассматривается течение в плоском слое между двумя парал-

лельными пластинами. Установлено, что система допускает два взаимоисключающих класса 

решений. Первый описывает термогравитационное течение с линейной зависимостью темпе-

ратуры от продольной координаты и скоростью, зависящей только от поперечной координа-

ты. Второй класс представляет собой обобщенное сдвиговое течение, сочетающее профили 

Куэтта и Пуазейля с температурой, зависящей лишь от поперечной координаты, и явным 

учетом диссипативного нагрева. Установлено, что уравнение энергии запрещает одновре-

менное существование поперечного сдвига скорости и продольного градиента температуры. 

Для второго класса построено явное замкнутое решение частного случая (обобщенного тече-

ния Куэтта – Пуазейля с постоянным градиентом давления и изотермическими границами), 

включающее замкнутые выражения для скорости, температуры и давления. Все решения 

строго удовлетворяют уравнениям движения и энергии, а также заданным граничным усло-

виям. 

Ключевые слова: точное решение, течение Куэтта – Пуазейля, вязкая диссипация, приближение 

Буссинеска, стационарная конвекция 

1. Введение 

Аналитическое исследование точных решений уравнений гидродинамики сохраняет 

свою актуальность на протяжении всей истории развития механики сплошных сред [1–3]. 

Несмотря на впечатляющие успехи вычислительных методов [4, 5], замкнутые аналитиче-

ские решения продолжают играть фундаментальную роль в понимании физической сущно-

сти явлений, верификации численных алгоритмов и выявлении базовых закономерностей, 

которые могут быть завуалированы в сложных компьютерных расчетах. Особый интерес 

представляют течения, в которых существенную роль играют нелинейные эффекты, связан-

https://orcid.org/0000-0002-9845-8372
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ные с переносом тепла и его взаимодействием с динамикой жидкости [6–9]. В этом контексте 

задачи о конвективных течениях с учетом диссипации энергии и силы плавучести образуют 

важное направление исследований с многочисленными приложениями в природных и техно-

логических процессах. 

Стационарная конвекция вязкой несжимаемой жидкости с учетом силы Архимеда и 

диссипативного нагрева описывается системой связанных нелинейных уравнений в частных 

производных, включающей уравнение неразрывности, уравнения Навье – Стокса в прибли-

жении Буссинеска и уравнение энергии [1, 7, 10]. Суть приближения Буссинеска заключается 

в том, что плотность считается постоянной во всех членах, за исключением гравитационного, 

где ее зависимость от температуры учитывается линейно. Это позволяет моделировать эф-

фекты плавучести без чрезмерного усложнения математической модели. Диссипативная 

функция в уравнении энергии представляет собой существенно нелинейный член, описыва-

ющий необратимое превращение механической энергии в тепловую вследствие работы вяз-

ких напряжений. Совместный учет этих факторов обеспечивает адекватное описание широ-

кого спектра явлений – от атмосферной и океанической конвекции до задач микрофлюидики 

и теплообмена в промышленных устройствах [11–15]. 

Исторически большинство известных точных решений уравнений Навье – Стокса по-

лучено для изотермических течений или при пренебрежении диссипацией. Классические 

решения, такие как течение Пуазейля в плоском канале, течение Куэтта между параллельны-

ми пластинами или течение Тейлора – Куэтта между вращающимися цилиндрами, хорошо 

изучены и входят в стандартные учебные курсы [1–3]. Однако значительно меньше внимания 

уделялось построению самосогласованных решений, в которых поля скорости, температуры 

и давления определяются совместно с учетом их взаимного влияния через плавучесть и дис-

сипацию [16–18]. Часто такие задачи решаются численно или с существенными упрощения-

ми, включая фиксацию одного из полей. 

Анализ литературы выявляет значительный пробел в области построения полных ана-

литических решений сопряженных задач тепломассопереноса с учетом как плавучести, так и 

вязкого нагрева [19–24]. Большинство работ либо отделяют гидродинамику от теплоперено-

са, либо пренебрегают одним из механизмов. В то же время именно самосогласованные ре-

шения позволяют выявить тонкие эффекты взаимодействия механических и тепловых про-

цессов, недоступные в рамках упрощенных моделей. 

Особую сложность представляет обеспечение структурной совместимости функцио-

нальных зависимостей различных полей, необходимой для замыкания системы уравнений. 

Граничные условия дополнительно ограничивают допустимые классы решений, что требует 

тщательного выбора анзаца, позволяющего понизить размерность задачи и провести ее пол-

ную аналитическую интеграцию [25–29]. 

Целью настоящей работы является построение и анализ полных самосогласованных 

аналитических решений системы уравнений стационарной конвекции для вязкой несжимае-

мой жидкости с учетом силы Архимеда в приближении Буссинеска и диссипации энергии. 

Для достижения этой цели решаются следующие задачи: вывод общего класса решений с за-

данной структурой полей; анализ структурных ограничений, возникающих при построении 

самосогласованных решений; получение альтернативных классов решений для специальных 

случаев; построение и детальный анализ частного решения для течения Куэтта – Пуазейля с 

диссипативным нагревом и изотермическими границами; физическая интерпретация резуль-

татов и их связь с классическими решениями гидродинамики. 

2. Постановка задачи 

Рассматривается стационарное ламинарное течение вязкой несжимаемой жидкости  

в бесконечном слое, ограниченном плоскостями z = 0 и z = h. Течение возникает под дей-

ствием градиентов давления и/или движения границ, сопровождается конвективным и дис-
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сипативным переносом тепла, а также модулируется силой плавучести. Система описывается 

уравнениями Навье – Стокса и энергии в приближении Буссинеска, что предполагает посто-

янство всех физических свойств жидкости, за исключением плотности в члене, описываю-

щем гравитационное воздействие [1, 7]. Ось z направлена вертикально вверх, гравитация 

действует в отрицательном направлении оси z. 

Уравнение неразрывности для несжимаемой жидкости имеет вид 

 ∇ ⋅ 𝐕 = 0.  (1) 

Уравнения Навье – Стокса с учетом силы Архимеда записываются как 

 ρ0(𝐕 ⋅ ∇)𝐕 = −∇𝑃 + μ∇2𝐕 + ρ0𝑔β𝑇 𝐞𝑧 , (2) 

где ρ0 – характерная плотность, µ – динамическая вязкость, ɡ – ускорение свободного паде-

ния, β – коэффициент теплового расширения, T – отклонение температуры от опорного со-

стояния, а ez – единичный вектор вдоль оси z. 

Уравнение энергии с учетом вязкой диссипации принимает форму 

 ρ0𝑐𝑝(𝐕 ⋅ ∇)𝑇 = 𝑘∇2𝑇 + Φ , (3) 

где cp – удельная теплоемкость при постоянном давлении, k – коэффициент теплопроводно-

сти, а Φ – функция диссипации, определяемая как 

Φ = μ [2 (
∂𝑉𝑥

∂𝑥
)

2

+ 2 (
∂𝑉𝑦

∂𝑦
)

2

+ 2 (
∂𝑉𝑧

∂𝑧
)

2

+  

 + (
∂𝑉𝑥

∂𝑦
+

∂𝑉𝑦

∂𝑥
)

2

+ (
∂𝑉𝑦

∂𝑧
+

∂𝑉𝑧

∂y
)

2

+ (
∂𝑉𝑧

∂𝑥
+

∂𝑉𝑥

∂𝑧
)

2

].  (4) 

Для построения точного решения вводятся следующие функциональные зависимости 

компонент поля: 

скорость 

 𝑉𝑥 = 𝑈(𝑧) + 𝑢1(𝑧)𝑦,   𝑉𝑦 = 0,   𝑉𝑧 = 0;  (5) 

давление 

 𝑃(𝑥, 𝑧) = 𝑃0(𝑧) + 𝑃1(𝑧)𝑥; (6) 

температура 

 𝑇(𝑥, 𝑧) = 𝑇0(𝑧) + 𝑇1(𝑧)𝑥. (7) 

Такой выбор анзаца отражает однородность течения в продольном направлении x, 

возможную линейную модуляцию скорости по поперечной координате y и линейную зави-

симость термодинамических полей от продольной координаты, что характерно для течений с 

неоднородным градиентом давления и температурным расслоением [30–32]. 

3. Общее аналитическое решение 

Подстановка компонент скорости (5) в уравнение неразрывности (1) дает 

∂𝑉𝑥

∂𝑥
+

∂𝑉𝑦

∂𝑦
+

∂𝑉𝑧

∂𝑧
= 0 + 0 + 0 = 0, 
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поскольку Vx не зависит от x, а остальные компоненты скорости тождественно равны нулю. 

Следовательно, условие несжимаемости выполнено тождественно, и дополнительных огра-

ничений на функции U(z) и u1(z) уравнение неразрывности не накладывает. 

Рассмотрим компоненту уравнения Навье – Стокса (2) вдоль оси x. Ввиду стационар-

ности и структуры поля скорости, конвективный член обращается в нуль: 

(𝐕 ⋅ ∇)𝑉𝑥 = 𝑉𝑥

∂𝑉𝑥

∂𝑥
+ 𝑉𝑦

∂𝑉𝑥

∂𝑦
+ 𝑉𝑧

∂𝑉𝑥

∂𝑧
= 0. 

Вязкий член вычисляется как 

∇2𝑉𝑥 =
∂2𝑉𝑥

∂𝑦2 +
∂2𝑉𝑥

∂𝑧2 = 0 + (𝑈′′(𝑧) + 𝑢1
′′(𝑧)𝑦), 

поскольку Vx линейна по y. Градиент давления по x равен P/∂x = P1(z). Таким образом, z-

компонента уравнения Навье – Стокса (2) принимает вид 

 0 = −𝑃1(𝑧) + μ(𝑈′′(𝑧) + 𝑢1
′′(𝑧)𝑦).  (8) 

Это равенство должно выполняться при всех значениях y, что возможно лишь в слу-

чае независимости обеих частей от y. Следовательно, коэффициент при y должен обращаться 

в ноль: 

 𝑢1
′′(𝑧) = 0.   𝑢1(𝑧) = 𝐵0 + 𝐵1𝑧.  (9) 

Одновременно получаем соотношение 

 μ𝑈′′(𝑧) = 𝑃1(𝑧). (10) 

Теперь перейдем к z-компоненте уравнения Навье – Стокса. Поскольку Vz = 0, вязкий 

член и конвективное ускорение исчезают. Градиент давления по z равен ∂P/∂z = 𝑃0
′(z) + 

𝑃1
′(z)x. Подстановка в z-компоненту дает 

 0 = −(𝑃0
′(𝑧) + 𝑃1

′(𝑧)𝑥) + ρ0𝑔β(𝑇0(𝑧) + 𝑇1(𝑧)𝑥). (11) 

Это соотношение должно быть справедливо при любых x, что приводит к раздельно-

му равенству коэффициентов при линейно независимых функциях 1 и x: 

 𝑃0
′(𝑧) = ρ0𝑔β𝑇0(𝑧), (12) 

 𝑃1
′(𝑧) = ρ0𝑔β𝑇1(𝑧). (13) 

Эти уравнения устанавливают прямую связь между компонентами давления и темпе-

ратуры через условие гидростатического равновесия с учетом плавучести. 

Вычислим все члены уравнения (3). Конвективный перенос тепла определяется как 

 (𝐕 ⋅ ∇)𝑇 = 𝑉𝑥
∂𝑇

∂𝑥
= (𝑈(𝑧) + 𝑢1(𝑧)𝑦)𝑇1(𝑧).  (14) 

В силу точного решения (7) диффузионный член уравнения теплопроводности (3) 

имеет вид 
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 ∇2𝑇 =
∂2𝑇

∂𝑥2 +
∂2𝑇

∂𝑧2 = 0 + 𝑇0
′′(𝑧) + 𝑇1

′′(𝑧)𝑥.  (15) 

Функция диссипации с учетом (5) и (9) принимает вид 

 Φ = μ [(
∂𝑉𝑥

∂𝑦
)

2

+ (
∂𝑉𝑥

∂𝑧
)

2

] = μ[𝑢1(𝑧)2 + (𝑈′(𝑧) + 𝑢1
′ (𝑧)𝑦)2]. (16) 

Подстановка выражений (14)–(16) в уравнение (3) приводит к уравнению 

𝜌0𝑐𝑝(𝑈(𝑧) + 𝑢1(𝑧)𝑦)𝑇1(𝑧) = 

 = 𝑘(𝑇0
′′(𝑧) + 𝑇1

′′(𝑧)𝑥) + μ[𝑢1(𝑧)2 + (𝑈′(𝑧) + 𝑢1
′ (𝑧)𝑦)2]. (17) 

Левая часть этого уравнения зависит от y, но не от x; правая часть зависит от x и, если 

𝑢1
′ (z) ≠ 0, от y

2
. Единственная возможность удовлетворить равенство при всех x и y – потре-

бовать, чтобы коэффициенты при всех независимых функциях совпадали. Анализ показыва-

ет, что совместное существование нетривиальных u1(z) и T1(z) невозможно. Более того, из 

требования отсутствия зависимости от x следует: 

 𝑇1
′′(𝑧) = 0,   𝑇1(𝑧) = α0 + α1𝑧, (18) 

а из отсутствия зависимости от y – необходимость выполнения 

 𝑢1(𝑧) = 0,    𝑢1
′ (𝑧) = 0. (19) 

Таким образом, в рамках принятого анзаца (5)–(7) допустимо лишь течение, не зави-

сящее от поперечной координаты y. Это фундаментальное ограничение диктуется структу-

рой уравнения энергии при совместном учете конвекции и диссипации [33–35]. 

С учетом (19) поле скорости упрощается до вида 

 𝑉𝑥 = 𝑈(𝑧),   𝑉𝑦 = 𝑉𝑧 = 0.  (20) 

Функция диссипации принимает вид 

 Φ = μ(𝑈′(𝑧))
2
 , (21) 

а уравнение энергии редуцируется к системе 

 𝑘𝑇1
′′(𝑧) = 0,  (22) 

 ρ0𝑐𝑝𝑈(𝑧)𝑇1(𝑧) = 𝑘𝑇0
′′(𝑧) + μ(𝑈′(𝑧))

2
. (23) 

Интегрируя (18), получаем линейный профиль 

 𝑇1(𝑧) = α0 + α1𝑧, (24) 

где α0 и α1 – произвольные константы. Подстановка точного решения (24) в дифференциаль-

ное уравнение (13) и последующее интегрирование дают 

 𝑃1(𝑧) = ρ0𝑔β (α0𝑧 +
α1

2
𝑧2) + γ,  (25) 
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где y – константа интегрирования, имеющая смысл постоянной составляющей градиента 

давления. 

Из уравнения (10) и точного решения (25) следует дифференциальное уравнение для 

скорости: 

 𝑈′′(𝑧) =
1

μ
[ρ0𝑔β (α0𝑧 +

α1

2
𝑧2) + γ]. (26) 

Интегрируя дважды, находим 

 𝑈′(𝑧) =
1

𝜇
[ρ0𝑔β (

𝛼0

2
𝑧2 +

α1

6
𝑧3) + γ𝑧] + δ, (27) 

 𝑈(𝑧) =
1

μ
[ρ0𝑔β (

α0

6
𝑧3 +

α1

24
𝑧4) +

γ

2
𝑧2] + δ𝑧 + ε , (28) 

где δ и ε – дополнительные константы интегрирования, определяемые условиями на грани-

цах. 

Температурная компонента T0(z) находится из уравнения (23): 

 𝑇0
′′(𝑧) =

1

𝑘
[ρ0𝑐𝑝(α0 + α1𝑧)𝑈(𝑧) − μ(𝑈′(𝑧))

2
]. (29) 

Двукратное интегрирование этого выражения дает 

 𝑇0(𝑧) =
1

𝑘
∫ ∫ [ρ0𝑐𝑝(α0 + α1η)𝑈(η) − μ(𝑈′(η))

2
] 𝑑η 𝑑ζ

ζ

0

𝑧

0
+ 𝐶1𝑧 + 𝐶0, (30) 

где C0 и C1 – константы, определяемые температурными граничными условиями. 

Наконец, гидростатическая компонента давления P0(z) следует из равенства (12): 

 𝑃0(𝑧) = ρ0𝑔β ∫ 𝑇0(ζ) 𝑑ζ
ℎ

𝑧
+ 𝑆, (31) 

где S – значение давления на верхней границе при z = h. Это условие соответствует заданию 

атмосферного или иного фиксированного давления на свободной поверхности. 

Альтернативный класс решений – сдвиговое течение с изотермическими границами. 

Если отказаться от зависимости температуры от x (то есть положить T1(z) ≡ 0), то уравнение 

(23) упрощается, и становится возможным ввести линейную зависимость скорости от y. В 

этом случае система допускает решение вида 

 𝑉𝑥(𝑦, 𝑧) = −
𝐺

2μ
𝑧2 + 𝐴1𝑧 + 𝐴0 + 𝐵0𝑦, (32) 

 𝑃(𝑥, 𝑧) = 𝑃0(𝑧) − 𝐺𝑥, (33) 

 𝑇(𝑧) = −
𝐺2

12𝑘μ
𝑧4 +

𝐺𝐴1

3𝑘
𝑧3 −

μ(𝐵0
2+𝐴1

2)

2𝑘
𝑧2 + 𝐶1𝑧 + 𝐶0, (34) 

 𝑃0(𝑧) = ρ0𝑔β (−
𝐺2

60𝑘μ
𝑧5 +

𝐺𝐴1

12𝑘
𝑧4 −

μ(𝐵0
2+𝐴1

2)

6𝑘
𝑧3 +

𝐶1

2
𝑧2 + 𝐶0𝑧) + 𝑆, (35) 

где G, A0, A1, B0, C0, C1 – произвольные константы, а S по-прежнему обозначает давление на 

верхней границе z = h. Данное решение описывает обобщенное сдвиговое течение, включа-

ющее как движение границ, так и параболический профиль, индуцированный постоянным 

градиентом давления G. 
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В результате проведенного анализа получено точное аналитическое решение уравне-

ний стационарной конвекции (1)–(4) для вязкой несжимаемой жидкости с учетом силы Ар-

химеда и диссипации энергии. Решение представлено в виде двух отдельных классов, опи-

сывающих физически различные режимы течения. 

1. Термогравитационное течение. Этот класс решений, определяемый формулами (24), 

(28), (30), (25), (31), характеризуется линейной зависимостью температуры от продольной 

координаты x и отсутствием зависимости скорости от поперечной координаты y. Данный 

режим возникает при наличии продольного градиента температуры и реализуется в услови-

ях, когда поле скорости имеет единственную ненулевую компоненту Vx = U(z). 

2. Сдвиговое течение с диссипацией. Этот класс решений, описываемый формулами 

(32)–(35), существует в случае, когда температура не зависит от x. Он допускает линейную 

зависимость скорости от поперечной координаты y и включает параболический профиль Пу-

азейля. Данное решение обобщает классические сдвиговые течения, учитывая вклад вязкой 

диссипации в тепловой баланс [36–38]. 

Установлено, что совместное существование зависимостей скорости от y и темпера-

туры от x в рамках исходного анзаца (5)–(7) является невозможным, что следует из струк-

турных ограничений, накладываемых уравнением энергии (3). Таким образом, два получен-

ных класса решений являются взаимоисключающими. 

Все произвольные постоянные интегрирования, входящие в решения α0, α1, γ, δ, ε, C0, 

C1 и другие, подлежат определению из граничных условий, заданных на нижней (z = 0) и 

верхней (z = h) границах слоя, где давление фиксируется значением S. 

4. Частный случай: течение Куэтта – Пуазейля с градиентом давления и диссипатив-

ным нагревом 

Рассмотрим стационарное ламинарное течение вязкой несжимаемой жидкости в кана-

ле, образованном двумя бесконечными параллельными пластинами, расположенными при z 

= 0 и z = h. Нижняя пластина неподвижна, верхняя движется со скоростью U0 вдоль оси x. 

Течение сопровождается переносом тепла и вязким диссипативным нагревом. Учитывается 

сила тяжести, направленная против оси z, однако в данном частном случае принимается, что 

температурное поле не зависит от продольной координаты x, что позволяет рассматривать 

сдвиговое течение с изотермическими границами. В этом режиме применим второй класс 

решений, описанный ранее. 

Система уравнений редуцируется к следующим обыкновенным дифференциальным 

уравнениям.  

Уравнение движения вдоль оси x принимает вид 

 μ
𝑑2𝑉𝑥

𝑑𝑧2 = −𝐺, (36) 

где G = −∂P/∂x – модуль градиента давления; при G > 0 давление убывает в направлении те-

чения. 

Уравнение энергии с учетом вязкой диссипации записывается как 

 𝑘
𝑑2𝑇

𝑑𝑧2 + μ (
𝑑𝑉𝑥

𝑑𝑧
)

2

= 0,  (37) 

а гидростатическая компонента давления определяется из условия плавучести 

 
𝑑𝑃0

𝑑𝑧
= ρ0𝑔β𝑇(𝑧). (38) 
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Граничные условия задаются следующим образом: 

для скорости 

 𝑉𝑥(0) = 0,    𝑉𝑥(ℎ) = 𝑈0, (39) 

для температуры 

 𝑇(0) = 𝑇0, 𝑇(ℎ) = 𝑇1, (40) 

для давления 

 𝑃0(0) = 0.  (41) 

Решение уравнения (36) начинается с двукратного интегрирования. Первое интегри-

рование дает 

 
𝑑𝑉𝑥

𝑑𝑧
= −

𝐺

μ
𝑧 + 𝐶1,  (42) 

второе приводит к выражению 

 𝑉𝑥(𝑧) = −
𝐺

2μ
𝑧2 + 𝐶1𝑧 + 𝐶2. (43) 

Подстановка граничного условия Vx(0) = 0 немедленно дает C2 = 0. Использование 

условия Vx(h) = U0 позволяет определить вторую константу: 

 𝐶1 =
𝑈0

ℎ
+

𝐺ℎ

2𝜇
.  (44) 

Подстановка постоянной интегрирования (44) в точное решение (43) приводит к 

окончательному выражению для профиля скорости: 

 𝑉𝑥(𝑧) =
𝑈0𝑧

ℎ
−

𝐺

2μ
𝑧(ℎ − 𝑧).  (45) 

Это выражение представляет собой суперпозицию линейного профиля классического 

течения Куэтта и параболического профиля течения Пуазейля [1–3, 7]. 

Далее вычисляется градиент скорости: 

 
𝑑𝑉𝑥

𝑑𝑧
=

𝑈0

ℎ
−

𝐺

2μ
(ℎ − 2𝑧).  (46) 

Соответственно, функция диссипации принимает вид 

 Φ = μ (
𝑑𝑉𝑥

𝑑𝑧
)

2

= μ [
𝑈0

ℎ
−

𝐺

2μ
(ℎ − 2𝑧)]

2

. (47) 

Подстановка функции (47) в уравнение энергии (37) и раскрытие квадрата приводят к 

дифференциальному уравнению 

 
𝑑2𝑇

𝑑𝑧2
= −

1

𝑘
[

μ𝑈0
2

ℎ2
− 𝐺𝑈0(1 −

2𝑧

ℎ
) +

𝐺2

4μ
(ℎ − 2𝑧)2].  (48) 
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Интегрирование уравнения (48) по z дает первый интеграл: 

 
𝑑𝑇

𝑑𝑧
= −

1

𝑘
[

μ𝑈0
2

ℎ2
𝑧 − 𝐺𝑈0 (𝑧 −

𝑧2

ℎ
) +

𝐺2

4μ
(ℎ2𝑧 − 2ℎ𝑧2 +

4𝑧3

3
)] + 𝐶3.  (49) 

Повторное интегрирование приводит к выражению для температуры: 

 𝑇(𝑧) = −
1

𝑘
[

μ𝑈0
2

2ℎ2 𝑧2 − 𝐺𝑈0 (
𝑧2

2
−

𝑧3

3ℎ
) +

𝐺2

4μ
(

ℎ2𝑧2

2
−

2ℎ𝑧3

3
+

𝑧4

3
)] + 𝐶3𝑧+𝐶4.  (50) 

Граничное условие T(0) = T0 дает C4 = T0. Граничное условие при z = h позволяет вы-

разить C3: 

 𝑇(ℎ) = −
1

𝑘
[

μ𝑈0
2

2
−

𝐺𝑈0ℎ2

6
+

𝐺2ℎ4

24μ
] + 𝐶3ℎ + 𝑇0 = 𝑇1, (51) 

откуда 

 𝐶3 =
1

ℎ
(𝑇1 − 𝑇0 +

1

𝑘
[

μ𝑈0
2

2
−

𝐺𝑈0ℎ2

6
+

𝐺2ℎ4

24μ
]). (52) 

Подстановка постоянной интегрирования (52) и C4 = T0 в выражение (50) приводит к 

окончательному выражению для температурного поля: 

𝑇(𝑧) = 𝑇0 +
𝑧

ℎ
(𝑇1 − 𝑇0) −  

−
1

𝑘
[

μ𝑈0
2

2ℎ2 𝑧2 − 𝐺𝑈0 (
𝑧2

2
−

𝑧3

3ℎ
) +

𝐺2

4μ
(

ℎ2𝑧2

2
−

2ℎ𝑧3

3
+

𝑧4

3
)] +  

 +
𝑧

𝑘ℎ
[

μ𝑈0
2

2
−

𝐺𝑈0ℎ2

6
+

𝐺2ℎ4

24μ
].  (53) 

Первое слагаемое в выражении (53) описывает линейное распределение температуры, 

обусловленное теплопроводностью между стенками с фиксированными температурами. 

Остальные члены представляют собой вклад вязкой диссипации, который всегда повышает 

температуру в объеме по сравнению с чисто проводящим случаем [39–40]. 

Гидростатическая компонента давления находится интегрированием уравнения (38) с 

учетом условия (41): 

 𝑃0(𝑧) = ρ0𝑔β ∫ 𝑇(ζ)𝑑ζ
𝑧

0
. (54) 

Полное поле давления включает также динамическую компоненту, линейную по x: 

 𝑃(𝑥, 𝑧) = 𝑃0(𝑧) − 𝐺𝑥. (55) 

Таким образом, получено замкнутое аналитическое решение для течения Куэтта – Пу-

азейля с учетом вязкого нагрева и силы плавучести. 

Решение (45), (53), (55) описывает стационарное сдвиговое течение между двумя изо-

термическими пластинами с учетом диссипативного нагрева и гидростатического перерас-

пределения давления. Полученные профили скорости и температуры удовлетворяют всем 

уравнениям движения и энергии, а также заданным граничным условиям. При G = 0 решение 

переходит в классическое течение Куэтта с диссипацией, а при U0 = 0 – в модифицированное 

течение Пуазейля с учетом тепловыделения от вязкого трения. 
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5. Заключение 

В работе получены два класса точных аналитических решений уравнений стационар-

ной конвекции для вязкой несжимаемой жидкости с учетом силы Архимеда и вязкой дисси-

пации. Первый класс выявляет фундаментальное взаимоисключение между продольным 

температурным градиентом и поперечной неоднородностью скорости: либо температура ли-

нейна по x при скорости, зависящей только от z, либо скорость содержит сдвиг по y при изо-

термическом в продольном направлении поле. Второй класс представляет собой физически 

значимую реализацию в виде течения Куэтта – Пуазейля между изотермическими пластина-

ми, явно демонстрируя роль диссипативного нагрева и его влияние на температурный про-

филь и гидростатическое давление. Оба решения полностью самосогласованы, удовлетворя-

ют граничным условиям и могут служить эталонами для верификации численных методов и 

анализа теплофизических процессов в слоистых течениях. 
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