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The paper develops numerical solution methods for heat conduction boundary value prob-

lems for the case of the power dependence of the heat conductivity factor on temperature. Besides 

heat distribution in space, it describes filtration of a polytrophic gas in a porous medium. A distinc-

tive feature of this equation is the degeneration of its parabolic type when the required function be-

comes zero, whereupon the equation acquires some properties typical of first-order equations. Par-

ticularly, in some cases, it proves possible to substantiate theorems of the existence and uniqueness 

of heat-wave type solutions for it. A numerical method using the advantages of the power series 

method and the boundary element method is proposed for the solution of the boundary value prob-

lem with a specified heat wave front. Simultaneous application of the two methods allows the accu-

racy of the numerical solution to be increased. A program has been developed from the proposed 

method. Test examples are considered. 
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Работа посвящена разработке численных методов решения краевых задач для нели-

нейного уравнения теплопроводности в случае степенной зависимости коэффициента тепло-

проводности от температуры. Помимо распространения тепла в пространстве, это уравнение 

описывает также фильтрацию политропного газа в пористой среде. Особенностью рассмат-

риваемого уравнения является вырождение его параболического типа в случае нулевого зна-

чения искомой функции, вследствие чего уравнение приобретает некоторые свойства, обыч-

но характерные для уравнений первого порядка. В частности, для него в некоторых случаях 

удается обосновать теоремы существования и единственности решений типа тепловой вол-

ны. Для краевой задачи с заданным фронтом тепловой волны предложен метод решения, ис-

пользующий преимущества ранее применявшихся метода степенных рядов и метода гранич-

ных элементов. Совместное применение двух методов позволило повысить точность числен-

ного решения. Предложенный метод реализован в виде программы для ЭВМ. Рассмотрены 

тестовые примеры. 

Ключевые слова: нелинейное уравнение теплопроводности, степенной ряд, метод  

граничных элементов, вычислительный эксперимент. 

1. Введение 

Разработка новых численных методов решения нелинейных краевых задач для уравнений 

математической физики, описывающих распространение тепла в пространстве, остается актуаль-

ной проблемой прикладной математики. Рассмотрим нелинейное уравнение теплопроводности 

  TTkTt  div . (1.1) 

Здесь t  – время, T  – искомая функция (температура);   – положительные константы, 

 Tk  – коэффициент теплопроводности; div ,   – дивергенция и градиент по пространствен-

ным координатам. В случае степенной зависимости коэффициента теплопроводности  

от температуры [1, 2] 

   TTk , 0  (1.2) 
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уравнение (1.1) стандартной подстановкой ttTu  =,=  сводится к уравнению 

 2
1

= uuuut 


 . (1.3) 

Одномерные краевые задачи для уравнения (1.3) рассматривались, в частности, в ра-

боте [3]. В предыдущих работах [4, 5] для случаев плоской, круговой и сферической симмет-

рии при различных краевых режимах авторами были доказаны теоремы существования и 

единственности аналитического решения в виде степенного ряда. Также в этих работах были 

построены алгоритмы численного решения задач на заданном конечном промежутке време-

ни с помощью метода граничных элементов (МГЭ). Применение метода степенных рядов 

для конструктивного доказательства теоремы существования и единственности решения и 

алгоритмы решения МГЭ для случая двух пространственных переменных представлены в 

работах [6, 7]. Хорошо известно, что аналитические методы решения нелинейных задач ма-

тематической физики, к которым относится метод степенных рядов, обладают весьма огра-

ниченными возможностями для использования. Все теоремы существования и единственно-

сти, которые упоминались выше, являются локальными, а аналитические решения в виде 

степенных рядов являются решениями в окрестности начального момента времени. Оценка 

радиуса сходимости этих рядов требует отдельного исследования в каждой конкретной зада-

че. В свою очередь построенные в работах [4–7] алгоритмы численного решения на конеч-

ном промежутке времени с помощью МГЭ показали свою эффективность. Однако на первом 

шаге по времени существуют определенные трудности при разностном вычислении произ-

водной искомой функции по времени.  

В работе предлагается, используя преимущества обоих подходов, на первом шаге по 

времени использовать аналитическое решение, что позволит получить численное решение на 

следующих шагах с более высокой точностью. 

2. Постановка краевой задачи 

Уравнение (1.3) в двумерном случае имеет вид: 

   22

212211

1
xxxxxxt uuuuuu 


 . (2.1) 

Зададим краевое условие в виде 

 
0

0,, 21


xxtb

u , (2.2) 

где уравнение   0,, 21 xxtb  в каждый момент времени определяет нулевой фронт тепловой 

волны 
 tS  – замкнутую гладкую линию, ограничивающую область 

 tV , содержащую начало 

координат. Предполагается, что если 21 tt  , то 
   21 tt

VV  . Задача состоит в определении 

функции  21,, xxtuu   в области  *,0 tt ,    txxx 21, , где  t  – область, ограниченная 

границами 
 0S  и 

 tS .  

Можно показать, что при выполнении условия (2.2) справедливо соотношение 

 

 

   21

2

21

2

21

0,,
,,,,

,,

21

21 xxtbxxtb

xxtb
q

xx

t

xxtb






, (2.3) 
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где 
n

u
q




  – тепловой поток, n   вектор внешней нормали к границе рассматриваемой 

области в момент времени t . 

3. Аналитическое решение методом степенных рядов 

Для построения аналитического решения методом степенных рядов запишем 

уравнение (2.1) и краевое условие (2.2) в полярных координатах  : 

2

2

2

1 1 1
t

u
u uu u uu uu



   

 
          

, (3.1) 

 ,
0.

b t
u

 
  (3.2) 

Здесь 1 2ρcosφ, ρsinφ.x x   Для упрощения обозначений для функции, задающей движе-

ние фронта тепловой волны, сохранено прежнее обозначение b . Для задачи (3.1) и (3.2) справед-

лива следующая теорема [7]. 

 

Теорема 1. Пусть в задаче (3.1), (3.2) функция  ,b t   обладает свойствами: 

1.      , , , , 0.b t b t b t      

2.  ,b t   и  1/ ,b t   являются аналитическими по   при      и по t  в некоторой 

окрестности начального момента времени 0.t   

Тогда задача (3.1) и (3.2) в некоторой окрестности замкнутой линии 

 0, ,b        имеет единственное локальное по t  нетривиальное аналитическое ре-

шение. 

 

Доказательство теоремы проведено конструктивно, построением аналитического ре-

шения в виде степенного ряда 

 








0 !

,

k

kk s
k

tu
u , (3.3) 

где   ,tbs ; 

0

k

k k

s

u
u

s






. Коэффициенты ku  определяются рекуррентно [7]. 

4. Алгоритм решения МГЭ 

Численное решение задачи (2.1) и (2.2) производится по шагам по времени. На каждом 

текущем шаге, соответствующем моменту времени t , в области  t  рассматривается уравнение 

Пуассона 




















22

21

2211

1
=

xx

txxxx

uu
u

u
uu  (4.1) 

с граничными условиями, вытекающими из условий (2.2), (2.3):  
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  0=| tSx
u


; (4.2) 

 
22

21 xx

t

Sx
bb

b
q t







. 

(4.3) 

Решение задачи (4.1)–(4.3) методом граничных элементов приводит к соотноше- 

нию 

                
 























t

xdxu
uu

u
u

xdSxqxuxuxqu
xx

t

S

,
1

,, *

22

** 21 , (4.4) 

где   – внутренняя точка области  t , 
   tSSS  0

,  xu ,*    фундаментальное решение, 

 
 
n

xu
xq






,
,

*
*

 [8]. Для граничной точки Sx 0  справедливо 

                




















 xdxxu
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u
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xx
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S

,
1
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1
0

*

22

0

*

0

*

0
21 . (4.5) 

Разбивая границу S  на N  граничных элементов и записывая уравнение (4.5) для 

каждого узла i , получаем систему линейных уравнений для определения узловых значений 

температуры и потока, не заданных граничными условиями (4.2) и (4.3): 

       
 
 





































t
jj

xdxu
uu

u
u

dxxqudxxuqu i

xx

t

N

j e

ij

e

iji ,
1

,,
2

1 *

22

1

** 21 , 

Ni ,...,1 . 

 

(4.6) 

Здесь iu , iq  – значения температуры и потока в узле i  элемента ie , Ni ,...,1 . На 

каждом элементе принята постоянная аппроксимация искомой функции и потока. Интегралы 

по граничным элементам вычисляются точно, по полученным в [9] аналитическим 

формулам. 

Для вычисления интегралов, стоящих в правых частях уравнений (4.4)–(4.6), 

применялся метод двойственной взаимности [10]. Входящий в подынтегральные выражения 

множитель 



















22

21
1 xx

t

uu
u

u
 представлялся в виде 

)(=
1

1=

22

21 xf
uu

u
u

ii

M

i

xx

t 

















  , (4.7) 

где для функций if  существуют такие функции iû , что ii uf ˆ=  . В качестве функций if  

применялись радиальные базисные функции, значения которых зависят от расстояния между 

текущей точкой и заданными точками коллокации Myyy ,...,, 21 , лежащими в области  t : 

 iii rfxf =)( , где ii yxr  . 
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С учетом (4.7), интегралы могут быть вычислены следующим образом: 
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**

1=

*

1=

, 

 

(4.8) 

 

где 
n

xu
xq i

i


 )(ˆ
=)(ˆ . Все вычисления, таким образом, сводятся на границу области решения 

задачи, и основное преимущество МГЭ – уменьшение размерности задачи – сохраняется. 

Полученные соотношения (4.4)–(4.8) позволяют решить исходную задачу (2.1) и (2.2) по 

шагам по времени. На каждом шаге задача (4.1)–(4.3) итерационно решается следующим 

образом. В качестве начального приближения принимается тривиальное решение. Для 

найденной n-й итерации решения   xu n  вычисляются значения левой части соотношения 

(4.7) в точках коллокации, составляется система линейных алгебраических уравнений 

относительно коэффициентов i : 
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, Mk ,...,1 . (4.9) 

Решив систему (4.9), находим соответствующие текущей итерации коэффициенты 
 n

1 , 
 n

2 ,…, 
 n

M . Далее решается система граничных интегральных уравнений: 
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(4.10) 

Решение последней системы, узловые значения  1n

iu ;  1n

iq , определяют следующую – 

(n+1)-ю итерацию: 
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(4.11) 

Итерационный процесс заканчивается при достаточной близости двух последовательных 

итераций. 
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Наибоее тонким моментом представленного алгоритма с вычислительной точки 

зрения является нахождение производной по времени tu  в точках коллокации в уравнениях 

(4.9). Она вычисляется разностно, с использованием решения на предыдущем шаге по 

времени. При этом на первом шаге приходится отталкиваться от нулевого значения, что 

может привести к дополнительной погрешности вычислений. В связи с этим в данной работе 

предлагается проводить численное решение по представленному алгоритму начиная со 

второго шага по времени, а на первом шаге, находящемся вблизи начального момента 

времени, находить производную по времени дифференцированием локального 

аналитического решения в виде отрезка ряда (3.3). Таким образом мы можем использовать 

преимущества двух методов. 

5. Примеры 

Верификация предложенного алгоритма проводилась сравнением численных решений 

с известным точным решением в симметричном случае, когда нулевой фронт является 

окружностью: 

    22

2

2

121,, tRxxxxtb  . (5.1) 

В случае, когда радиус фронта изменяется в соответствии с зависимостью 

 









 


C

t
RtR 1 , (5.2) 

задача (2.1) и (2.2) имеет точное решение: 
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Здесь 



4

4 ; 
22

1


 ; 




4
k ; R  и C  – заданные положительные константы. 

Численное решение представленной тестовой задачи, предложенным в данной работе мето-

дом сравнивалось с решением методом граничных элементов [6, 7]. Были приняты следую-

щие значения параметров: 3 ; 3R ; 10С . В таблице приведены относительные по-

грешности решений с шагами по времени h = 0,05 и h = 0,1 на внутренней границе  
 0S : 

22

2

2

1 Rxx   в различные моменты времени. Полученные результаты показывают, что 

совместное использование методов степенных рядов и граничных элементов вблизи началь-

ного момента времени позволило повысить точность расчетов. 

Таблица. Относительные погрешности численных решений 

Момент 

времени 

Решение методом граничных 

элементов 

Совместное применение мето-

дов степенных рядов и гра-

ничных элементов 

h = 0,05 h = 0,1 h = 0,05 h = 0,1 

t = 0,3 0,003307 0,034676 0,000034 0,022401 

t = 0,5 0,002358 0,010311 0,000855 0,005826 

t = 0,8 0,003737 0,005921 0,002611 0,004846 

t = 1,0 0,007191 0,02319 0,002417 0,01591 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 6, 2017 

14 

 

 

Kazakov A.L. et al. / Simultenious application of the boundary element method and the power series method 

for solving a two-dimensional problem of heat wave motion 
 

http://dream-journal.org page 6÷15 

 

Также была решена задача для эллиптического нулевого фронта 

 
   

1,,
2

2

2

2

2

1

2

1
21 

ta

x

ta

x
xxtb  (5.4) 

при линейном зависимости полуосей эллипса от времени:      tctcata  121 . На рисун-

ке показаны результаты расчетов при 3 ; 5,1c ; 05,0 . Решение задачи проводилось с 

шагом по времени 1,0h . 

 

 

а 

 

б 

Сравнение решения методом степенных рядов и решения при совместном применении  

методов степенных рядов и граничных элементов: а – вдоль оси Ox1; б – вдоль оси Ox2.  

6. Заключение 

В работе предложен метод численного решения нелинейного уравнения теплопровод-

ности при заданном нулевом фронте тепловой волны на основе совместного применения ме-

тода граничных элементов и метода степенных рядов. Использование вблизи начального 

момента времени аналитического решения позволило повысить точность численного реше-

ния методом граничных элементов. Проведены численные эксперименты, показавшие пре-

имущество предложенного подхода над использованным ранее. 
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