
 

 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 5, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

23 

 

 

Burmasheva N. V. and Prosviryakov E. Yu. An exact solution to the description of a unidirectional Marangoni flow of a viscous  

incompressible fluid with the Navier boundary condition. Velocity field investigation // Diagnostics, Resource and Mechanics 

of materials and structures. – 2019. – Iss. 5. – P. 23–39. – DOI: 10.17804/2410-9908.2019.5.023-039. 

 

Received: 09.08.2019 

Revised: 15.10.2019 

Accepted: 25.10.2019 

DOI: 10.17804/2410-9908.2019.5.023-039 

AN EXACT SOLUTION TO THE DESCRIPTION OF A UNIDIRECTIONAL MARAN-

GONI FLOW OF A VISCOUS INCOMPRESSIBLE FLUID WITH THE NAVIER 

BOUNDARY CONDITION. VELOCITY FIELD INVESTIGATION 

N. V. Burmasheva
a)*

 and E. Yu. Prosviryakov
b) 

Institute of Engineering Science, Ural Branch of the Russian Academy of Sciences,  

34 Komsomolskaya St., Ekaterinburg, 620049, Russian Federation 

a)  https://orcid.org/0000-0003-4711-1894  nat_burm@mail.ru;  
b)

 https://orcid.org/0000-0002-2349-7801  evgen_pros@mail.ru 

*
Corresponding author. E-mail: nat_burm@mail.ru 

Address for correspondence: 34 Komsomolskaya St., Ekaterinburg, 620049, Russian Federation 

Tel.: +7 (343) 375 35 76; fax: +7 (343) 374 53 30 

The article considers the unidirectional flow of a viscous incompressible fluid in an infinite 

horizontal layer of a given thickness, which is induced by the thermocapillary effect specified at the 

upper boundary of the layer and taking into account the condition of fluid slipping at the lower 

boundary. An exact solution to the Oberbeck-Boussinesq equation system is obtained. A detailed 

analysis of the velocity field was carried out for various slip length values. It is shown that counter-

flows may occur in a fluid. Their number is analyzed, the conditions for the appearance  

of velocity field stratification are written. 
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В статье рассматривается однонаправленное течение вязкой несжимаемой жидкости  

в бесконечном горизонтальном слое заданной толщины, индуцированное заданным на верхней 

границе слоя термокапиллярным эффектом и учетом на нижней границе условия проскальзы-

вания жидкости. Получено точное решение системы уравнений Обербека-Буссинеска. Прове-

ден подробный анализ поля скорости для различных значений длины проскальзывания. Пока-

зано, что в жидкости могут возникать противотечения. Проанализировано их число, выписаны 

условия появления стратификации поля скорости. 

Ключевые слова: слоистое течение, система уравнений Обербека-Буссинеска, точное реше-

ние, однонаправленное течение, противотечения, конвекция Марангони, условие Навье. 

1. Введение 

Основой многих технологических процессов является движение жидкости в различ-

ного рода системах. Причем особенности переноса энергии, импульса и вещества в ходе этих 

процессов зависят от множества факторов, к числу которых относятся задаваемые на грани-

цах области течения краевые условия. Тип краевого условия определяется видом контакти-

рующих поверхностей. На границе раздела двух сред достаточно часто используется усло-

вие, описывающее термокапиллярный эффект Марангони-Гиббса [1]. На границе жидкости с 

твердой поверхностью наиболее распространено использование условия прилипания [2–4]. 

Однако экспериментальные работы [5] показывают, что это условие выполняется не всегда. 

Тогда в качестве альтернативы берется условие проскальзывания. Существует несколько ти-

пов условий проскальзывания [6–11]. Выбор конкретного вида граничного условия оказыва-

ет существенное влияние на решение краевой задачи. 

Изучение конвективных движений в жидкости основывается на анализе свойств точ-

ных решений уравнений тепловой конвекции [12]. В работах [13–31] построены обобщенные 

классы точных решений, в том числе и для конвективных термокапиллярных течений  

[25–31]. Предложенные точные решения описывают неодномерные течения жидкости.  

Тем не менее в некоторых случаях при проектировании аппаратов, использующих жидкость 

с низкой температурой плавления или высокой вязкостью, сама технология диктует приме-

нение однонаправленного течения теплоносителей. Однонаправленное течение обеспечивает 

наиболее однородную температуру стенок между входом и выходом аппарата, сводя тем са-

мым к минимуму температурные напряжения. [32]. 
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В предложенной работе построено точное решение, описывающее однонаправленное 

течение Марангони вязкой несжимаемой жидкости с учетом условия проскальзывания Навье [7] 

на твердой границе горизонтального бесконечного слоя. Построенное решение для поля тем-

пературы и поля давления оказывается двумерным по координатам. Основное внимание в 

статье уделено анализу поля скоростей течения. Показано, что решение допускает появление 

расслоений. Выписано условие на граничные параметры, удовлетворение которого означает 

наличие точек расслоения поля скорости. 

2. Постановка задачи и методы решения 

Рассматривается установившееся конвективное слоистое течение вязкой несжимае-

мой жидкости в плоском горизонтальном бесконечном слое толщины h . Действующее на 

жидкость поле силы тяжести характеризуется ускорением свободного падения g , направ-

ленного вертикально вниз. Полагаем, что справедливо приближение Обербека-Буссинеска  

о зависимости плотности жидкости   от ее температуры T   0
1 T    , где   – коэффи-

циент теплового расширения жидкости, 
0

  – среднее значение плотности [12]. 

Для описания конвективного течения вязкой несжимаемой жидкости введем систему 

координат таким образом, чтобы ось Oz  была направлена вертикально вверх, а оси Ox , Oy  

лежали в горизонтальной плоскости.  

Полная система уравнений тепловой конвекции, используемая для описания слоистых 

течений (компонента zV  вектора скорости V  полагается равной нулю) вязкой несжимаемой 

жидкости, имеет вид [12]: 
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(1) 

В системе (1) приняты обозначения: ( , , )P x y z  – нормированное на плотность откло-

нение давления от гидростатического; ( , , )T x y z  – отклонение температуры от отсчетного 

значения ;   – кинематическая (молекулярная) вязкость жидкости и ее температуропровод-

ность; 
2 2 2

2 2 2x y z

  
   

  
 – оператор Лапласа. Первые три уравнения системы (1) есть за-

пись векторного уравнения Навье-Стокса в проекциях на координатные оси, четвертое урав-

нение – уравнение теплопроводности, последнее – уравнение несжимаемости.  

В случае рассмотрения однонаправленных течений вдоль оси Ox  (рис. 1) полагаем 

скорость 0yV  . Тогда система (1) значительно упрощается: 



 

 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 5, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

28 

 

 

Burmasheva N. V. and Prosviryakov E. Yu. An exact solution to the description of a unidirectional Marangoni flow of a viscous  

incompressible fluid with the Navier boundary condition. Velocity field investigation // Diagnostics, Resource and Mechanics 

of materials and structures. – 2019. – Iss. 5. – P. 23–39. – DOI: 10.17804/2410-9908.2019.5.023-039. 

 

2 2 2

2 2 2

x x x x
x

V V V VP
V

x x x y z

    
     

     
; 

0
P

y





; 

P
g T

z


 


; 

2 2 2

2 2 2x

T T T T
V

x x y z

    
    

    
; 

0xV

x





. 

(2) 

Стоит отметить, что системы (1) и (2) являются переопределенными, так как в них 

число уравнений превосходит число неизвестных функций, в роли которых выступают ком-

поненты вектора скорости, давление и температура. Разрешимость системы вида (1) и точ-

ные решения для нее обсуждались в [17, 21, 24–27, 33–35]. 

 

 

Рис. 1. Геометрия слоя 

Из последнего уравнения системы (2) следует, что скорость жидкости зависит только 

от двух координат: 

 ,x xV V y z . (3) 

Принимая во внимание соотношение (3), систему (2) можно переписать в следующем 

виде: 
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при этом  ,P P x z . 
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Далее будем рассматривать течения вязкой несжимаемой жидкости, у которых про-

филь скорости зависит только от одной (поперечной) координаты [35, 36]:  

 xV U z . (5) 

Формула (5) для течений жидкости при постоянной температуре описывает профиль 

Куэтта [37], а для конвективных течений – профиль Остроумова–Бириха [13–14]. 

Подстановка выражения (5) в систему (4) приводит к системе дифференциальных 

уравнений в частных производных: 

2

2

P U

x z

 
 

 
; 

P
g T

z


 


; 

2 2 2

2 2 2

T T T T
U

x x y z

    
    

    
. 

(6) 

Кроме того, использование семейства решений (5) в силу системы (6) позволяет опре-

делить структуру решения для гидродинамических полей температуры T  и давления P .  

Несложно убедиться, что поле давления и поле температуры оказываются линейными фор-

мами введенных выше координат: 

0 1( ) ( )T T z T z x  ; 0 1( ) ( )P P z P z x  . (7) 

Подставляя соотношения (5) и (7) в систему (6), получим систему обыкновенных 

дифференциальных уравнений относительно переменной z (дифференцирование по этой  

переменной обозначено штрихом): 

1 0T   ; 
1 1P g T   ; 

1U P  ; 

0 1T UT  , 
0 0P g T   . 

(8) 

Общее решение системы (8) имеет вид: 

1 1 2T C z C  ; 
2

1 1 2 3

1

2
P gz C gz C C     ; 

24 3

31 2
4 5

24 6 2

z Cgz C gz C
U zC C

 
    

  
; 

 7 2 6 5 2 4

1 1 2 2 1 3 2 1 40 3

1 6 18
6 2

7 5 5
gz C gz C C z g C C C z C C C CT

 
         

 
 

 3 2

2 4 1 5 2 5 6 724 72 144z C C C C z C C z C C        ; 
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(9) 
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Выражения (9) содержат восемь неизвестных констант интегрирования ( , 1,8iC i  ), 

следовательно, для их нахождения необходимо определить восемь краевых условий.  

Будем полагать, что задана температура нагрева верхней границы z = h, а температура 

на нижней границе z = 0 принята за отсчетный уровень: 

 0 0T  ;  T h Ax . (10) 

Условия (10) в силу представления (7) равносильны следующим условиям: 

   0 10 0 0T T  ;  0 0T h  ;  1T h A . (11) 

Также полагаем, что на нижней границе выполняется условие скольжения Навье [7],  

а на верхней – задано постоянное давление 0S , соответствующее атмосферному давлению,  

и поле касательных напряжений, вызванное термокапиллярным эффектом [1]: 

 
0

0x
x

z

V
V




 
n

;   0P h S ; x

z hz h

V T

z x 

 
 
 

. (12) 

Здесь n  – вектор нормали, направленный от нижней границы слоя жидкости внутрь 

слоя жидкости [7]. С помощью класса (5) и (7) граничные условия (12) записываются в виде: 

 
0

0
z

U
U

z 


 


;  0 0P h S ;  1 0P h  ;  1

z h

U
T h

z 


  


. (13) 

Здесь  и – коэффициенты температурного поверхностного натяжения и динамиче-

ской вязкости соответственно; α – длина проскальзывания.  

3. Результаты и обсуждение 

 3.1. Точное решение краевой задачи  

Решение краевой задачи (8), (11), (13) является полиномиальным: 
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h
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(14) 



 

 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 5, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

31 

 

 

Burmasheva N. V. and Prosviryakov E. Yu. An exact solution to the description of a unidirectional Marangoni flow of a viscous  

incompressible fluid with the Navier boundary condition. Velocity field investigation // Diagnostics, Resource and Mechanics 

of materials and structures. – 2019. – Iss. 5. – P. 23–39. – DOI: 10.17804/2410-9908.2019.5.023-039. 

 

     4 5 3 2
221 1120 366 560 4 19 140h z z h z h z z          . 

Легко видеть, что наименьшую степень имеет полином, описывающий свойства про-

дольного градиента температуры 1T , а наибольшую – полином, отвечающий фоновому дав-

лению 0P . 

Заметим, что точное решение (14) обладает тем свойством, что нулевые точки всех 

компонент полей (за исключением фонового давления 0P ) не зависят от величины значения 

горизонтального температурного градиента A . Влияние этого градиента на фоновое давле-

ние 0P  можно нивелировать произволом выбора значения 
0S .  

Далее в статье будем обсуждать только поле скорости течения. 

 3.2. Исследование скорости течения в случае прилипания жидкости и граничного  

условия для проскальзывания жидкости 

Проанализируем поле скорости, представляемое компонентой U . Очевидно, что в 

случае теплоизолированных границ ( 0A  ) жидкость будет находиться в покое относитель-

ной выбранной системы координатных осей. Если температурный градиент A  отличен от 

нуля, то скорость U  определяется нелинейным взаимодействием двух потоков – термогра-

витационного  4 2 2 3

24
6 8

Ag

h
z h z h z




      и термокапиллярного  

A
z





. Вклад каждого 

потока зависит от величин коэффициентов 
24

Ag

h




 и 

A


. Представим тогда выражение ско-

рости (14) в следующем виде: 

2 2
4 2

24 24
6 8

g h g ha
U Ah Z Z Z Z

 

 

    
               

. (15) 

В формуле (15) введены обозначения:  0,1
z

Z
h

   – безразмерная координата, a
l




;
h

l
  ; l  – характерный горизонтальный размер рассматриваемого слоя жидкости.  

Отметим, что полиномы 4 2

1 6 8f Z Z Z    и 2f Z  являются строго монотонными  

на отрезке  0,1  (рис. 2), линейно независимыми и принимают положительные значения  

на  0,1 . Поэтому в виду неотрицательности параметра 
a


по отдельности ни термогравита-

ционный, ни термокапиллярный потоки не могут привести к появлению застойной точки 

скорости U . 

Заметим, что если 0a  , то условие Навье на нижней границе слоя вырождается в 

условие прилипания. В этом случае скорость (15) может иметь застойную (нулевую точку) 

только для ньютоновских жидкостей. Действительно, если жидкость аномальная ( 0  ), то 

коэффициент 0
A

 


, значит скорость U  описывается суммой двух неотрицательных 

строго возрастающих функций, обращающихся в нуль только на нижней границе слоя жид-

кости. Сумма таких функций также будет неотрицательной строго возрастающей функцией, 
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следовательно, всюду внутри слоя скорость U  будет отлична от нуля, при этом ее направле-

ние будет определяться только знаком продольного градиента температуры A . 

 

 

Рис. 2. Профили вспомогательных функций 1f  (сплошная линия) и 
2f  (пунктирная линия) 

Вернемся к случаю положительной безразмерной длины скольжения ( 0a  ). Если не-

которая точка 1Z  является нулем многочлена (15) на отрезке  0,1 , то выражение  

 
2 2

4 2

1 1 1 1 1
24 24

0 6 8
g h g ha

U Z Ah Z Z Z Z
 

 

    
                

 

можно рассматривать как однородное линейное уравнение относительно коэффициентов 
2

24

g h


, 



 и 

2

24

g ha 



 
 

  
, которому должны удовлетворять параметры краевой задачи, что-

бы скорость U  обратилась в нуль в точке 1Z . Если наряду с 1Z  на интервале  0,1  суще-

ствуют еще нули полинома (15), то получим систему однородных линейных уравнений отно-

сительно тех же коэффициентов 
2

24

g h


, 



 и 

2

24

g ha 



 
 

  
. Известно, что такая система име-

ет нетривиальное решение только если ранг ее матрицы меньше числа неизвестных системы, 

т.е. если число нулей полинома (15) меньше трех. Другими словами, полином вида (15) мо-

жет иметь не более двух корней внутри отрезка  0,1 .  

Однако анализ свойств многочлена (9) с учетом условия 0a   показал, что скорость 

U  может иметь не более одной нулевой точки внутри слоя (рис. 3) при наложении потоков 

друг на друга. Именно эта точка является точкой стратификации поля скорости. Положение 

точки стратификации можно менять, варьируя значение длины проскальзывания  , геомет-

рических параметров слоя ( h , l ) и физических параметров жидкости ( ,  и других). 

При течении жидкости в ней возникает касательное напряжение 

2
3

6
3 2xz

g hU U
A Z Z

z h Z





    
             

, (16) 
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которое также может один раз обратиться в нуль внутри слоя (рис. 4) при выполнении 

условия 

 2 3 0g h     . 

 

 

Рис. 3. Профиль скорости U  

 

Рис. 4. Профиль касательного напряжения xz  

Тип напряжения на верхней границе зависит от знака продольного градиента темпе-

ратуры A  и знака температурного коэффициента поверхностного натяжения  . При этом 

величина касательного напряжения xz  (16) не зависит от безразмерной длины скольжения а, 

так как этот параметр входит в выражение для скорости U  (15) в виде аддитивного однород-

ного слагаемого.  

Заметим, что в случае прилипания жидкости или граничного условия для проскальзы-

вания жидкости расход жидкости в рассматриваемом слое в общем случае будет ненулевым: 
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. 

Заметим, что с учетом соотношения 


 


, если справедливо равенство 

2 11 5 60

2

h
h

h g

  


  
, 

связывающее геометрические параметры, характеризующие область течения и граничные усло-

вия, и физические параметры жидкости, то расход жидкости Q  для скольжения будет нулевым. 

 3.3. Исследование скорости течения в случае идеального скольжения 

Условие Навье при бесконечном значении параметра   сводится к условию идеаль-

ного скольжения. Если подставить    в приведенное выше точное решение (14), то полу-

чим, что все гидродинамические поля становятся бесконечными в любой точке исследуемого 

слоя. Все дело в том, что в предельном случае    меняется тип некоторых граничных 

условий, а именно, краевое условие третьего рода 

 
0

0
z

U
U
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преобразуется к условию второго рода 

0

0
z

U

z 





, 

которое естественным образом следует из условия Навье (12) при   . В этом случае для 

получения частного решения необходимо апеллировать к общему решению (9) системы 

дифференциальных уравнений (8).  

Подставим граничные условия (11) в точное решение (9) для продольного градиента 

температуры 1T  и получим: 

 1 1 20 0 0T C C    ;  1 1 2A T h C h C    . 

Из этой системы условий легко находим значения неизвестных констант: 2 0C  ; 1C A h . 

Далее используем граничные условия для градиента давления 1P : 

  2

1 3

1
0 0

2

A
P h g h g h C

h
       , 
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откуда следует, что 3 2C Ag h   . Наконец, находим значения констант интегрирования  

в общем решении (9) для скорости U : 
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z z
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. 

А значит, выражение для определения скорости U  примет вид: 

 
3

4 2 2 4 2

5 56 6
24 24

Ag Ag h
U z z h z C Z Z C

h

 
            

. (17) 

Для определения константы 5C  в выражении (17) необходимо использовать дополни-

тельное условие. Мы будем брать условие нулевого расхода жидкости: 

1

0

0UdZ  , (18) 

позволяющее асимптотически описывать течение в замкнутом слое. Учет условия (18)  

в решении (17) позволяет получить окончательный вид скорости U : 

 
3 3

4 2

3 5 30
120 120

9U f Z Z
Ag h

Z
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. (19) 

График вспомогательной функции  3f Z  приведен на рис. 5.  

 

 
 

Рис. 5. График функции  3f Z  
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Рис. 5 иллюстрирует, что скорость U , определяемая выражением (19) имеет только 

одну нулевую точку, положение которой никак не зависит от значений параметров, задавае-

мых на границах слоя жидкости.  

Однако следует помнить, что решение (19) должно удовлетворять еще и условию су-

ществования термокапиллярного эффекта: 

 1

z h
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. 

Это равносильно следующему условию: 
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Удовлетворение равенства 

2 3 0g h      (20) 

обеспечивает непротиворечивость граничных условий, т.е. существование термокапиллярно-

го эффекта на верхней границе при учете условия идеального скольжения на нижней границе 

исследуемого слоя жидкости.  

Величина соответствующего касательного напряжения xz  в случае идеального 

скольжения может быть найдена по следующей формуле: 

3
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Z
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. 

(21) 

Из выражения (21) легко видеть, что в отличие от случая  0,   напряжение xz  

всюду в слое сохраняет знак. Тип напряжения (растягивающее или сжимающее) определяет-

ся знаком продольного градиента температуры A .  

Посчитаем также, как это было проделано для случая выполнения условия проскаль-

зывания, расход жидкости. Несложно убедиться, что в случае идеального скольжения он бу-

дет равен нулю: 

   5 3

1 4 4
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 , 

что согласуется с условием (19), выбранным для определения необходимых констант в точ-

ном решении для поля скорости. 
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4. Заключение 

В статье получено новое точное решение, описывающее влияние термокапиллярного 

эффекта и условия проскальзывания на однонаправленное течение вязкой несжимаемой 

жидкости. Внимание в статье уделено анализу свойств поля скоростей течения. Показано, 

что полученное решение способно описывать возникновение стратификаций, при чем неза-

висимо от величины длины проскальзывания, скорость может иметь не более одной нулевой 

точки. Также было показано, что величина длины проскальзывания влияет на число нулевых 

точек компонент поля касательных напряжений. 
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