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The article proposes an approach to estimating the number of stratification points in hydro-

dynamic fields. The article provides a method allowing one to estimate from above the number of 

zero points of hydrodynamic fields (points and stratification zones). The application of the proposed 

methodology is illustrated by several examples of the analysis of the exact solution to the problem 

of describing steady laminar flows of a viscous incompressible fluid in an infinite horizontal layer. 

In example 1, convection is induced by setting the shear stress field at one of the layer boundaries. 

The features of the background temperature profile, which is a seventh-degree polynomial, are dis-

cussed. It is shown that this component of the temperature field is a nonmonotonic function and that 

the obtained exact solution for the temperature field can describe the stratification of the considered 

fluid layer into one, two or three zones relative to the reference value. Example 2 illustrates evaluat-

ing the number of the zero points of the velocity field components in a vertically swirling fluid, in 

which convective flows are initiated by thermocapillary forces at the upper boundary of the layer. 

The exact solution studied in this example is a sixth-degree polynomial, which can have at most two 

zeros inside the region under consideration. This means that this exact solution is able to describe 

the stratification of the fluid layer into three zones, in each of which the test speed takes values of 

the same sign. 

Keywords: laminar flow, vertically swirling fluid, exact solution, thermocapillary convection, tangen-

tial stresses, zero field points, field stratification. 
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В статье предложен подход к оценке числа точек стратификации гидродинамических 

полей. В статье приведен метод, с помощью которого можно оценить сверху число нулевых 

точек гидродинамических полей (точек и зон стратификации). Применение предлагаемой 

методики проиллюстрировано на нескольких примерах анализа точного решения задачи 

описания установившихся слоистых течений вязкой несжимаемой жидкости в бесконечном 

горизонтальном слое. В первом из них конвекция индуцируется заданием поля касательных 

напряжений на одной из границ слоя. Обсуждаются особенности профиля фоновой темпера-

туры, являющейся многочленом седьмой степени. Показано, что данная компонента поля 

температуры является немонотонной функцией и полученное точное решение для поля тем-

пературы может описывать стратификацию рассматриваемого слоя жидкости на одну, две 

или три зоны относительно отсчетного значения. Второй пример посвящен оценке числа ну-

левых точек компонент поля скорости вертикально завихренной жидкости, конвективные 

течения в которой инициируются термокапиллярными силами на верхней границе слоя.  

Исследуемое в этом примере точное решение есть полином шестой степени, который может 

иметь не более двух нулей внутри рассматриваемой области. Это означает, что данное точ-

ное решение способно описывать расслоение слоя жидкости на три зоны, в каждой из кото-

рых исследуемая скорость принимает значения одного знака.  

Ключевые слова: слоистое течение, вертикально завихренная жидкость, точное решение, термо-

капиллярная конвекция, касательные напряжения, нулевые точки поля, расслоение поля. 

1. Введение 

Известно [1–4], что на свойства течений жидкости значительное влияние оказывают 

движущиеся в них вихри, вследствие чего изучение условий генерации и структуры вихрей 

становится крайне важным. Однако теоретическое исследование вихрей и влияния их интен-

сивности на масштабы межвихревого взаимодействия далеко от завершения, потому отыска-

ние новых точных решений, описывающих вихревые течения жидкости, является актуаль-

ным. Особый интерес среди этих решений вызывают классы точных решений, сохраняющие 

нелинейные свойства исходных уравнений движения жидкости. 

Чаще всего точные решения, описывающие установивишиеся течения, являются по-

линомиальными [5–19], причем эти полиномы имеют высокую степень, что делает их анализ 

весьма нетривиальной задачей. Полученные точные решения являются суперпозицией не-

скольких монотонных полиномов, каждый из которых вносит вклад в структуру гидродина-

мического поля. Для оценки числа нулей многочленов с постоянными коэффициентами раз-
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работан математический аппарат линейной алгебры: теорема Декарта [20] о числе перемен 

знаков в ряду коэффициентов, ряд Штурма [21], основная теорема алгебры об оценке коли-

чества нулей многочлена его степенью [22], критерий Рауса–Гурвица [23] и др. Однако  

в случае, когда значения коэффициентов заранее неизвестны, разработанные для полиномов 

методы оказываются мало пригодны. 

Кроме того, не всегда получаемое точное решение описывается полиномиальной за-

висимостью, иногда решение для исследуемого гидродинамического поля есть некоторая не-

линейная функция общего вида [16, 18, 24–29]. И в таких ситуациях перечисленные общие 

математические методы неприменимы вовсе, при том что потребность в анализе таких реше-

ний остается. 

В данной статье предложен один способ определения верхней оценки числа критиче-

ских точек основных гидродинамических полей, которые могут и не описываться полинома-

ми, а являться некоторыми нелинейными функциями. Применение предлагаемого подхода к 

оценке числа критических точек полей проиллюстрировано на примере точного решения си-

стемы уравнений тепловой конвекции для вертикально завихренной жидкости. Стоит отме-

тить, что предложенный в статье подход применим и к другим задачам механики слоистых 

течений вязкой несжимаемой жидкости, а также к задачам из различных разделов математи-

ческой физики, где возникает подобная проблема. 

2. Система уравнений Обербека–Буссинеска для слоистых течений 

В случае установившихся слоистых течений     , , ; , , ; 0x yV x y z V x y z  система урав-

нений тепловой конвекции в приближении Буссинеска [5; 7–9; 12–14; 30–35] принимает вид: 

x x
x y x

V V P
V V V

x y x

  
   

  
; 

y y

x y y

V V P
V V V

x y y
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P
g T
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V V T

x y
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0
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. 

(3) 

Уравнения (1) являются проекциями векторного уравнения движения жидкости 

на оси декартовой системы координат Oxyz , уравнение теплопроводности (2) описывает 

изменение температурного поля, а уравнение (3) есть уравнение несжимаемости. В си-

стеме (1)–(4) через  , ,P x y z  обозначено отклонение давления от гидростатического,  

деленное на постоянную среднюю плотность   жидкости [30, 31];  , ,T x y z  – отклоне-

ние от отсчетного значения температуры [30, 31]; , , , g    – коэффициенты кинемати-

ческой вязкости, температуропроводности, температурного расширения жидкости и 

ускорение свободного падения соответственно; 
2 2 2

2 2 2x y z

   
    

   
 – оператор Лапла-
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са. Отметим, что система уравнений (1)–(3) является переопределенной, так как число 

уравнений превосходит число неизвестных [36–38]. 

Точное решение системы Обербека–Буссинеска (1)–(3) будем искать в виде [8, 9, 13, 

14, 16, 18]: 

     ,x yV U z u z y V V z   ; (4) 

   0 1 2T T T z x T z y   ,      0 1 2P P z P z x P z y   . (5) 

Поле скоростей (4) позволяет описывать вертикально завихренную жидкость (верти-

кальная компонента вектора завихренности  y z
z

V V
u z

x y

 
    

 
) вне поля силы Корио-

лиса [5; 7–9; 12–14; 31; 39–42]. Разрешимость системы (1)–(3) обеспечивается тем, что при 

подстановке класса (4) уравнение несжимаемости (3) тождественно выполняется. 

Подставим выбранный класс (4) и (5) в систему уравнений тепловой конвекции (1)–(3): 

 
   U uy U uy

U uy V
x y

   
  

 

    
 

2 2 2
0 1 2

2 2 2

P P z x P z y
U uy

x x y z

      
      

    
;

 
  2 2 2

0 1 2

2 2 2

P Px P yV V
U uy V V

x y y x y z

        
       

      
;

 
 0 1 2

0 1 2

P Px P y
g T T x T y

z

  
   


; 

 

 
   

 
2 2 2

0 1 2 0 1 2

0 1 22 2 2

T T x T y T T x T y
U uy V T T x T y

x y x y z

         
        

     
;  

 
0

U uy V

x y

  
 

 
.  

Откуда далее при использовании метода неопределенных коэффициентов [5; 7–9; 12–14] 

получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений для определения составля-

ющих гидродинамических полей: 

0u  ; 1 0T   ; 1 1P g T   ; 2 1T uT  ; 2 2P g T   ;  

2V P  ; 1U Vu P   ; 0 1 2T UT VT   ; 0 0P g T   . 
(6) 

Здесь и далее штрихом обозначена производная по вертикальной координате z. Урав-

нения системы (6) интегрируются в том порядке, в котором они выписаны. 

Точное решение системы (6) является полиномиальным: 

1 1 2сT с z  , 
2

1
1

2 3
2

g c
zP g c z c


   , 4 3 22 4 1 5

2
2 51 4

6 7
12 6 2

c c c c c cc c
z z c z cT z


   

 



; 
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 2 4 1 55 4 3 22 5 61 4
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60 24 6 2
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 , 54u cc z  ; 

 2 4 1 57 6 5 4 3 22 5 6 7 81 4
9 10

2520 720 120 24 6 2
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z z z z z z c z cV

    
      

    



; 

   2
4 2 4 1 5 5 2 4 1 510 9 81 4

2 2 2

7 9 7

226800 362880 40320
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z z zU

   
 

     
   

   
2

2 5 4 6 5 6 4 77 6 55 7 4 8
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5040 720 120
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22
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z z z z cc

       


  
    . 

 

 

 

(7) 

Выражения для фоновой температуры 0T  и фонового давления 0P  здесь не приводятся 

ввиду их громоздкости и простоты дальнейшего интегрирования системы (6). 

Для того чтобы полученное общее решение (7) описывало физические процессы, про-

исходящие в жидкости, необходимо определить из краевых условий все возникшие в ходе 

интегрирования системы (6) константы. Поскольку система (6) является системой пятнадца-

того порядка, требуется сформулировать пятнадцать условий, описывающих изменение ос-

новных гидродинамических характеристик на границах рассматриваемой области. Отметим, 

что выбор краевых условий не влияет на развиваемый в рамках статьи подход к оценке числа 

критических точек, а служит лишь для удобства интерпретации получаемых оценок. 

3. Описание методики построения оценки числа точек стратификации 

Пусть для некоторого однородного гидродинамического поля  F z , изменяющегося 

при течении жидкости в слое a z b  , получено точное решение в виде: 

   0

1

n

i i

i

F z k k f z


  . (8) 

Здесь  if z  – линейно независимые, строго монотонные на  ,a b  функции (компо-

ненты гидродинамического поля), а все коэффициенты  0,1,...,lk l n  отличны от нуля.  

И пусть 1z  – нулевая точка исследуемого поля F . Тогда по определению нулевой точки 

 1 0F z  , или в силу представления (8) 

   0 1 1 1 1... 0n nk k f z k f z    . (9) 

Получившееся уравнение (9) можно рассматривать как однородное уравнение  

с постоянными коэффициентами  1if z  относительно неизвестных значений ik . Если у поля 

F  в слое  ,a b  несколько таких нулей (обозначим их  1,...,jz j m ), то аналогичным обра-

зом получим систему m  однородных уравнений с постоянными коэффициентами  i jf z   

относительно параметров ik : 
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   0 1 1 1 1... 0n nk k f z k f z    , 

… 

   0 1 1 ... 0j n n jk k f z k f z    , 

… 

   0 1 1 ... 0m n n mk k f z k f z    . 

(10) 

Поскольку функции if  – строго монотонные функции, то согласно определению мо-

нотонности для любых 1 2z z  выполняется неравенство    1 2i if z f z . Возьмем теперь два 

любых уравнения системы (10) и рассмотрим отношение коэффициентов, стоящих перед ко-

эффициентами 0k  и 1k : 

 
 

 1

2

1

1 2 1 2

1

1 , 1,..., ;
j

j

f z
j j m j j

f z
   . 

Из этого неравенства следует, что все уравнения системы (10) линейно независимы. 

Если число m  нулевых точек (равное числу уравнений системы (10))  меньше 

числа 1n  неизвестных параметров ik , то система (10) недоопределена. Ее можно рас-

сматривать как m  связей, накладываемых на неизвестные коэффициенты 0 1, ,..., nk k k . 

Следовательно, получаем 1n m   независимых переменных. Задавая им произвольные 

значения, можно вычислить значения оставшихся m  переменных, чтобы удовлетворить 

системе (10). 

Если 1m n  , то система переопределена, и она не имеет решения из-за линейной не-

зависимости уравнений рассматриваемой системы. 

Если 1m n  , то система (10) становится системой 1n  однородного уравнения от-

носительно 1n  коэффициента ( 0 1, ,..., nk k k ). Так как строки определителя системы линейно 

независимы, то он не обращается в нуль [43]. Следовательно, решение единственно, и это 

есть тривиальное решение. В этом случае точное решение для поля F  описывает тожде-

ственно нулевое поле, что противоречит базовому предположению. 

Таким образом, у однородного поля F  внутри слоя a z b   может быть не более n  

нулевых точек. А следовательно, не более n  точек стратификации. 

Заметим, что непосредственно из этих рассуждений следует достижимость данной 

оценки. Действительно, если m n , то система (10) есть система n  линейно-независимых 

уравнений относительно 1n  неизвестных коэффициентов 0 1, ,..., nk k k . Такая система всегда 

имеет нетривиальное решение. Следовательно, всегда существует такой набор коэффициен-

тов 0 1, ,..., nk k k , что поле F  имеет n  нулевых точек внутри исследуемого слоя  ,a b . При 

этом значения поля F  на границах слоя (в точках a  и b ) не оказывают никакого влияния на 

достижимость построенной оценки. 
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4. Анализ точного решения 

Проиллюстрируем метод, изложенный выше, на примере анализа скорости  

 2 4 1 57 6 5 4 3 22 5 6 7 81 4
9 10

2520 720 120 24 6 2

g c c c c g c c g c g c cg c c
z z z z z z c z cV

    
      

    



 

из точного решения (7). По теореме Гаусса [22] многочлен  V z  как полином седьмой степе-

ни имеет не более семи действительных нулей, следовательно, у скорости V  не может быть 

более семи застойных точек. Этот же результат можно получить, опираясь на описанный 

выше подход. Обозначим 

   1,...,7i

if z z i  ; 

0 10k c ; 1 9k c ; 8
2

2

c
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; 7

3
6

g c
k





; 

6
4

24

g c
k





; 2 5

5
120

g c c
k





; 

 2 4 1 5

6
720

g c c c c
k

 



; 1

7
4

2520

g c c
k





. 

Несложно убедиться, что производная 

 
1, 2,...,7;

1, 1

iiz i
f z

i

 
  


 

может обращаться в нуль только в точке 0z   (для 2,...,7i  ) или не имеет нулей вообще 

(если 1i  ). Следовательно, функции  if z  являются строго монотонными на интервале 

 0,h  и оказываются справедливы выводы, сделанные при описании подхода к построению 

оценки на число нулевых точек произвольного однородного поля. Откуда незамедлительно 

следует, что в предельном случае, когда задаваемые граничные условия таковы, все коэффи-

циенты 0 7,...,k k  оказываются отличными от нуля, у компоненты  yV V z  вектора скорости 

V  может быть не более семи застойных точек. Предложенный подход применительно к об-

щему решению (7) для скорости V   дает тот же результат, что и известные методы, но ока-

зывается более полезным при рассмотрении именно краевых задач. 

Замечание 1. Полученная выше оценка на число возможных критических точек ис-

следуемого поля справедлива не только для задач конвекции вертикально завихренной жид-

кости, данный подход может быть применен и к исследованию течений, для которых верти-

кальная компонента завихренности равна нулю. 

Пример 1. Полагая в (4) 0u  , получим однородное поле скоростей 

xV U , 
yV V . 

В [7] для данного класса было получено точное решение, описывающее конвек-

тивные движения в бесконечном горизонтальном слое, вызванные неравномерным 

нагревом (охлаждением) границ слоя и заданием поля касательных напряжений на 

верхней его границе. В этом случае функция фоновой температуры 0T  после обезразме-

ривания принимала вид: 
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   0
2520

Pe
T Z f Z Z


 , 

где    6 5 4 3 215 77 147 105 2f Z Z Z Z a Z aZ b        ( ,a b  – безразмерные параметры задачи); 

4g Bh
Pe





 – число Пекле; h l  – показатель геометрической анизотропии; Z z h  – без-

размерная вертикальная координата; ,h l  – характерные вертикальный и горизонтальный 

размеры слоя соответственно. Полином шестой степени  f Z  есть линейная комбинация 

функций 

  6 5 4 3

1 15 77 147 105f Z Z Z Z Z     и   3 2

2 2f Z Z Z  , 

каждая из которых, является строго монотонной на интервале  0,1 . Таким образом, соглас-

но описанному выше подходу, функция  f Z  может иметь не более двух нулей. Следова-

тельно, функция фоновой температуры 0T  допускает не более двух нулевых точек, что и бы-

ло проиллюстрировано в [7] (рис. 1). 

Замечание 2. При рассмотрении различных краевых условий может оказаться, что по-

строенная для общего решения (7) оценка на число критических точек будет недостижима. Это 

может произойти по нескольким причинам: во-первых, часть из коэффициентов lk  могут об-

ратиться в нуль, соответственно уменьшится число слагаемых в представлении решения (8); 

во-вторых, при подстановке конкретных значений констант, определяющих конкретную жид-

кость, может получиться такая ситуация, что в разложении (8) найдутся два или более слагае-

мых, сумму которых можно представить в виде многочлена вида  kf z , что также приведет к 

уменьшению числа членов ряда (8). И нет оснований считать, что этими ситуациями исчерпы-

вается круг причин, по которым в конкретной краевой задаче число застойных точек какого-то 

поля будет меньше, чем в случае общего подхода, представленного выше. Для наглядной ил-

люстрации приведенных рассуждений рассмотрим следующую краевую задачу. 

Пример 2. В качестве граничных условий для общего решения (7) рассмотрим систе-

му условий, описывающую влияние термокапиллярного эффекта, задаваемого на верхней 

границе z h  бесконечного горизонтального слоя, на свойства потока жидкости [9, 10]. Бу-

дем полагать, что абсолютно твердая нижняя поверхность 0z   является отсчетным уровнем 

измерения температуры: 

 , ,0 0T x y  . 

Будем полагать, что задана скорость движения нижней границы [13, 14]  

 , ,0 cosxV x y W y  ;  , ,0 sinyV x y W  . 

Верхнюю (свободную) поверхность z h  считаем базовым уровнем отсчета приве-

денного давления. Полагаем, что задано однородное давление, совпадающее с атмосферным 

давлением, и по аналогии с заданием температуры принято за нуль: 

 , , 0P x y h  . 
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Будем также полагать, что на верхней границе задан термокапиллярный эффект: 

xV T

z x

 
  
 

; 
yV T

z y

 
  
 

, 

здесь   – коэффициент динамической вязкости;   – температурный коэффициент поверх-

ностного натяжения. Кроме того, на обеих границах слоя жидкости заданы источники тепло-

вого возмущения: 

 , ,0T x y By ;  , ,T x y h Cx  . 

С учетом структуры обобщенного решения (4) и (5) выбранные условия записываются 

в виде следующих равенств: 

– на нижней границе слоя жидкости: 

 0u  ;    0 10 0 0T T  ;  2 0T B ;  0 cosU W  ;  0 sinV W  ; 

– на верхней границе слоя: 

 ' 0u h  ;  0T h   ;  1T h C ;  2 0T h  ;      0 1 2 0P h P h P h   ;  

   1'U h T h   ;    2'V h T h   . 

Определяя с помощью системы условий (11) и (12) значение постоянных интегриро-

вания  1,...,12ic i   в точном решении (7), получим частное решение. После перехода к без-

размерной координате  0,1Z z h   компонента V  принимает вид: 

    
3 5

2 5 3 2 cos
2 2 2 5 15 16

12 720

bGr Pe Re
V Z Z Z Z Z Z Z Z

Ta Ta

  
          , (13) 

где 
4

2

Cg l
Gr





; 

Wl
Pe 


; 

Wl
Re 


; 

22 l
Ta





 – числа Грасгофа, Пекле, Рейнольдса и мо-

дифицированное число Тейлора соответственно; b B A  – безразмерный параметр. 

Скорость V  течения жидкости в направлении оси Oy , как видно из (13), после под-

становки краевых условий (11) и (12) в общее решение (7) остается полиномом шестой сте-

пени, следовательно, не может иметь более шести нулей. С другой стороны, оба многочлена, 

входящие в выражение (13) скорости V , являются строго монотонными внутри слоя  0,1 . 

Таким образом, все необходимые условия оказываются выполнены. В результате чего полу-

чаем оценку, согласно которой в данном конкретном случае скорость V , определяемая вы-

ражением (13), допускает наличие не более двух критических точек. На рис. 2 представлены 

примеры соответствующих течений.  
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Рис. 1. Профили фоновой температуры 0T   

при различном числе нулевых точек  

в рассматриваемом слое жидкости 

Рис. 2. Профили скорости V   

при различном числе застойных точек 

Замечание 3. В некоторых ситуациях при построении оценок на возможное число 

критических точек помимо изложенного выше подхода следует учитывать дополнительные 

ограничения, вызванные спецификой решения. Такие ограничения могут обосновываться, 

например, зависимостью одних параметров краевой задачи от других ее параметров. 

Пример 3. Для краевой задачи, описанной в Примере 2, рассмотрим получившееся точ-

ное решение для поля давления. Его однородная составляющая определяется выражением: 
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 2 2 2 6 2 4 5 6 7 8653400 1900800 3326400 3326400 1663200 475200 59400

479001600

B g h Z Z Z Z Z Z      
 



 

 2 2 2 6 2 5 6 82174040 3896640 2661120 997920 59400

479001600

C g h Z Z Z Z    
 


 

 2 4 2 511975040 19958400 7983360

479001600

C g h Z Z   
 


 


2 2 8

2 4 5 6 7

2
177804 449460 443520 121968 83160 15840

479001600

BCg h
Z Z Z Z Z

 
      




8 9 1039600 27720 5544Z Z Z     

 2 2 8 2 5 7 8 9 10

2

305844 531300 266112 63360 29700 7920 924

479001600

BCg h Z Z Z Z Z Z       





 

 

 2 2 2 2 10 2 5 6 7 8 10 12

3

12036 25056 29568 13860 8448 6600 924 84

479001600

C g h Z Z Z Z Z Z Z        
 



 

(14) 
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 2 2 2 2 10 2 5 7 8 10 12

2 2

49886 86536 42768 8448 2475 154 9

479001600

C g h Z Z Z Z Z Z      








 

 3 2 4cos 19958400 39916800 19958400

479001600

Cg h W Z Z 


 



 

 3 2 3 4sin 19958400 79833600 79833600 19958400

479001600

Bg h W Z Z Z    
 


 

 5 2 4 6

2

sin 1995840 4656960 3326400 665280

479001600

Cg h W Z Z Z     
 


 

 5 2 5 6sin 7983360 13970880 7983360 1995840

479001600

Cg h W Z Z Z     



. 

Многочлен  0P Z  в выражении (14) является полиномом десятой степени, следова-

тельно, число его нулей не превосходит десяти. С другой стороны, этот полином представ-

лен в виде суммы постоянного слагаемого и линейной комбинации одиннадцати многочле-

нов различной степени.  При рассмотрении конкретной жидкости число независимых пара-

метров (значения продольных градиентов температуры ,B C ; пространственное ускорение 

 ; толщина слоя h ; параметры скорости движения нижней границы W  и  ) значительно 

меньше одиннадцати, значит, не все из входящих в выражение (14) полиномов будут незави-

симы. Кроме того, два из этих одиннадцати многочленов не являются строго монотонными 

внутри слоя  0,1 , поэтому применить оценку, построенную на основе предложенного выше 

подхода, формально не удастся. В таких случаях необходимо проводить дополнительное ис-

следование, например использовать связь фоновой температуры 0T  и фонового давления 0P , 

определяемую уравнением 

0 0P g T    

системы (6). Согласно этому уравнению, число нулевых точек температуры 0T  совпадает с 

числом экстремумов функции 0P , а значит число нулевых точек фонового давления отлича-

ется от числа нулевых точек фоновой температуры не более чем на один. 

5. Заключение 

В статье на примере уравнений тепловой конвекции рассмотрен один подход к по-

строению оценки на максимально возможное число нулевых точек исследуемых гидродина-

мических полей. Справедливость построенной оценки обосновывается доказательством со-

ответствующего утверждения. Данный подход проиллюстрирован на примере трех краевых 

задач, описывающих конвективные движения в слоистых потоках вязкой несжимаемой жид-

кости при задании различных граничных условий. Ввиду того, что приведенное в статье до-

казательство вспомогательного утверждения не апеллирует никаким образом к механической 

интерпретации изучаемого явления, имеются основания утверждать, что данная методика 

применима не только к различным по физической трактовке процессам в механике жидко-

сти, но и процессам, изучаемым в рамках некоторых разделов математической физики; при-

чем эти процессы могут описываться нелинейными функциями общего вида. 
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