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The paper presents a family of exact solutions to the Navier-Stokes equation system used to 

describe inhomogeneous unidirectional flows of a viscous fluid taking into account couple stresses. 

Despite the presence of only one non-zero component of the velocity vector, this component de-

pends on time and two spatial coordinates. In view of the incompressibility equation, which is a 

special case of the mass conservation law, there is no dependence on the third spatial coordinate. 

The resulting redefined system of equations is considered in a non-stationary formulation. The con-

struction of a family of exact solutions for the resulting redefined equation system begins with the 

analysis of the homogeneous Couette-type solution as the simplest in this class. Further, the struc-

ture of the solution gradually becomes more complicated, i.e. the profile of the only non-zero com-

ponent of the velocity vector is represented as a polynomial depending on one variable (horizontal 

coordinate). The polynomial coefficients functionally depend on the second (vertical) coordinate 

and time. It is shown that, due to the strong nonlinearity and heterogeneity of the equation under 

study, the sum of its individual solutions is not a solution. It is also shown that, in the linearly inde-

pendent basis of the power functions of the horizontal coordinate, which determine the above-

mentioned polynomial, the equation in question decomposes into a chain of the simplest homoge-

neous and inhomogeneous parabolic partial differential equations. These equations are integrated 

sequentially, the order of integration being described separately. The results reported in this study 

extend the family of previously presented exact solutions to describing unidirectional unsteady 

flows. 

Keywords: exact solution, Navier–Stokes equation, inhomogeneous unidirectional flow, couple 

stresses, micropolar fluids 
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В статье представлено семейство точных решений системы уравнений Навье – Сток-

са, используемой для описания неоднородных однонаправленных течений вязкой жидкости с 

учетом моментных напряжений. Несмотря на наличие только одной ненулевой компоненты 

вектора скорости, эта самая компонента зависит от времени и двух пространственных коор-

динат. Зависимость от третьей пространственной координаты отсутствует ввиду уравнения 

несжимаемости, являющегося частным случаем закона сохранения массы. Получающаяся 

переопределенная система уравнений рассматривается в нестационарной постановке. По-

строение семейства точных решений полученной переопределенной системы начинается с 

анализа однородного решения типа Куэтта как наиболее простого в этом классе. Далее 

структура решения постепенно усложняется: профиль единственной ненулевой компоненты 

вектора скорости представлен в виде полинома, зависящего от одной переменной (горизон-

тальной координаты). Коэффициенты полинома функционально зависят от второй (верти-

кальной) координаты и времени. Показано, что, ввиду сильной нелинейности и неоднород-

ности исследуемого уравнения, сумма отдельных его решений не является решением. Также 

показано, что в линейно независимом базисе степенных функций горизонтальной координа-

ты, определяющих вышеупомянутый полином, рассматриваемое уравнение распадается на 

цепочку простейших однородных и неоднородных уравнений в частных производных пара-

болического типа. Данные уравнения интегрируются последовательно, порядок интегриро-

вания отдельно описан. Результаты, изложенные в данной статье, обобщают ранее представ-

ленное авторами семейство точных решений для описания однонаправленных нестационар-

ных течений. 

Ключевые слова: точное решение, уравнение Навье – Стокса, неоднородное однонаправленное 

течение, моментные напряжения, микрополярные жидкости 

1. Введение 

При изучении несжимаемых течений вязких жидкостей для первоначальных исследо-

ваний используют одномерное представление потока [1–14]. К однонаправленным течениям 

относятся многочисленные движения жидкости, сформировавшие классическое гидродина-

мическое представление о поперечной структуре течения [15–20]. Точное решение Куэтта, 
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точное решение Пуазейля, первая и вторая задачи Стокса, точное решение Нуссельта и ряд 

других аналитических результатов одномерной гидродинамики описываются для понимания 

механизмов переноса импульса в жидкости при постоянной температуре [1–6].  

Профиль скорости Куэтта – Стокса – Пуазейля – Нуссельта   0 0xV z,t , ,V =  был ис-

пользован для построения точного решения Экмана     0x yV z,t ,V z,t ,V = , являющегося 

базовым для исследований в геофизической гидродинамике [21–30]. Выражение для поля 

скорости   0 0xV z,t , ,V =  использовалось для построения первых точных решений для опи-

сания однонаправленных конвективных течений различной природы [31–36]. К первым се-

мействам точных решений относятся классы Остроумова – Бириха и Шлиомиса. Эти два 

класса точных решений описывают конвекцию в тепловом, диффузионном и термодиффузи-

онном полях [37–46], а также конвективный перенос жидкой фазы с учетом испарения [47–

49]. Пионерские результаты, полученные для описания одномерных потоков ньютоновских 

жидкостей, были обобщены для двумерных, плоских, сдвиговых и трехмерных потоков жид-

костей, движущихся в различных силовых полях [41, 50–54]. В последнее время были полу-

чены точные решения уравнений Навье – Стокса для описания неоднородных однонаправ-

ленных течений [55–59]. 

Заметим, что подавляющее большинство исследований течений диссипативных жид-

костей основано на применении общепринятых уравнений Навье – Стокса, дополненных 

уравнением непрерывности (несжимаемости) [13, 14, 20, 27–30]. Вывод уравнений Навье – 

Стокса основан на постулатах (гипотезах) ньютоновской механики континуальных сред, где 

каждая жидкая частица рассматривается как материальная («жирная») точка. Заменяя пред-

ставительный объем сплошной среды материальной точкой, по умолчанию считают, что он 

имеет три степени свободы (трансляционные степени свободы, описывающие поступатель-

ное движение).  

Использование такого подхода накладывает ограничения на исследования изменений 

вязкости жидкости, коэффициентов трения и других поверхностных эффектов [60–63]. Упо-

минавшиеся в пионерских статьях [64–67] отличия, полученные в экспериментальных и тео-

ретических исследованиях, обусловлены игнорированием вращательных (ориентационных) 

степеней свободы представительного объема сплошной среды.  

Учет дополнительных степеней свободы элементарного объема деформируемых сред 

(континуумов) приводит к тому, что напряжения Коши не уравновешивают друг друга.  

В этом случае тензор вязких напряжений становится несимметричным, поскольку появляют-

ся добавочные напряжения из-за учета деформационных свойств скоростей завихренности 

элементарных объемов жидкости. В настоящее время такие среды называют микрополярны-

ми [68–74]. Применительно к упругим телам среды с дополнительными касательными 

напряжениями впервые были описаны в монографии [75]. Можно констатировать, что мик-

рополярные жидкости начали изучать только с середины шестидесятых годов прошлого сто-

летия [76, 77]. 

В работе [76] были не только выведены уравнения Навье – Стокса для описания жид-

костей с представительным объемом, имеющим шесть степеней свободы, но и построены и 

исследованы первые точные решения. С момента публикации работы [76] исследовались 

установившиеся и неустановившиеся течения микрополярных вязких несжимаемых жидко-

стей в точной постановке для однонаправленных потоков. Обобщение точных решений для 

ньютоновских жидкостей на микрополярные среды было проведено для течения Куэтта, пер-

вой и второй задач Стокса, течения Пуазейля и их комбинаций и модификаций. 

В данной статье осуществляется построение классов точных решений для неоднород-

ных однонаправленных течений жидкостей типа Коссера в трехмерном силовом поле. Пока-

зана важность учета нелинейных слагаемых по части координат для профиля скорости. 
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2. Постановка задачи 

Рассмотрим трехмерное установившееся течение вязкой несжимаемой жидкости в по-

ле сил f . Согласно теореме Гельмгольца, векторное поле f  может быть представлено в 

виде аддитивной комбинации соленоидального и потенциального полей:    f F  [78]. 

Система определяющих соотношений для описания движения сплошной среды состоит из 

векторного уравнения Навье – Стокса, в котором элементарная жидкая частица описывается 

симметричным и антисимметричным тензорами касательных напряжений, и уравнения не-

сжимаемости (непрерывности): 

   P
t


      



V
V V V V F , (1) 

 div 0V .   

Здесь в системе уравнений (1) введены обозначения:  x y zV ,V ,VV =  – вектор скорости, 

 x y zF ,F ,FF =  – вектор массовых сил, нормированных на постоянную плотность; P – нормиро-

ванное на плотность жидкости давление, к которому добавлен потенциал консервативных сил; ν – 

кинематическая вязкость; μ – вязкость, обусловленная наличием моментных напряжений для 

представительного объема среды; , ,
x y z

   
   

   
 – трехмерный оператор Гамильтона; 

2 2 2
2

2 2 2x y z

  
     

  
 – трехмерный оператор Лапласа; div =

x y z

  
 

  
 – дивергенция век-

тора; 
4 4 4 4 4 4

4 4 4 2 2 2 2 2 2
2 2 2

x y z x y x z y z

     
      

        
 – бигармонический оператор. 

Перепишем систему уравнений (1) в координатной форме:  

 
2 2 2

2 2 2

x x x x
x y z x

V V V V P
V V V V

t x y z x x y z

        
         

        
  

 
4 4 4 4 4 4

4 4 4 2 2 2 2 2 2
2 2 2 x xV F

x y z x y x z y z

      
       

         
,  

 
2 2 2

2 2 2

y y y y

x y z y

V V V V P
V V V V

t x y z y x y z

        
         

        
  

 
4 4 4 4 4 4

4 4 4 2 2 2 2 2 2
2 2 2 y yV F

x y z x y x z y z

      
       

         
,  

 
2 2 2

2 2 2

z z z z
x y z z

V V V V P
V V V V

t x y z z x y z

        
         

        
  

 
4 4 4 4 4 4

4 4 4 2 2 2 2 2 2
2 2 2 z zV F

x y z x y x z y z

      
       

         
,  
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 0
yx z

VV V

x y z

 
  

  
. (2) 

В случае однонаправленных течений   0 0xV x,y,z,t , ,V =  система (2) принимает вид 

 
2 2 2

2 2 2

x x
x x

V V P
V V

t x x x y z

      
       

      
  

 
4 4 4 4 4 4

4 4 4 2 2 2 2 2 2
2 2 2 x xV F

x y z x y x z y z

      
       

         
, (3) 

 y

P
F

y





,  (4) 

 
z

P
F

z





,  (5) 

  0xV

x





. (6) 

Требование, предъявляемое уравнением (6), приводит к уточнению структуры иско-

мого решения: 

  x xV V y,z,t .  (7) 

Учет вида (7) искомой скорости позволяет упростить уравнение (3): 

 

2 2 4 4 4

2 2 4 4 2 2
2x

x x x

V P
V V F

t x y z y z y z

         
          

          
. (8) 

Частный случай системы (4)–(8) – изобарические течения без учета массовых сил  

в бесконечном горизонтальном слое – был рассмотрен ранее [55].  

3. Точное решение 

Одна из наиболее простых форм, отвечающих условию (7), – это представление ско-

рости в форме нестационарного однородного течения Куэтта [1]: 

  xV U z,t .  (9) 

Учет выражения (9) в уравнении (8) приводит к следующей редукции: 

 
2 4

2 4 x

U P U U
F

t x z z

   
    

   
. (10) 

Уравнение (10) для определения скорости течения представляет собой неоднородное 

линейное уравнение в частных производных с постоянными коэффициентами: 
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4 2

4 2 x

U U U P
F

t z z x

   
    

   
. (11) 

Помимо этого, течение Куэтта подразумевает отсутствие перепада давления в слое 

жидкости, поэтому давление описывается следующей зависимостью: 

  0P P z,t .  (12) 

Подстановка выражения (12) в уравнение (11) приводит к следующему уравнению: 

 
4 2

4 2 x

U U U
F

t z z

  
  

  
. (13) 

При этом заметим, что решение уравнения (13) имеет место, только если проекция 

вектора массовых сил не зависит от продольных координат: 

  x xF F z,t . 

Рассмотрим следующее уравнение: 

 
4 2

4 2
0

d U d U

dz dz


 


. (14) 

Данное уравнение является частным случаем уравнения (13), который имеет место 

при описании установившихся течений с массовыми силами, действующими перпендику-

лярно к направлению оси Oх (например, строго вертикально). 

Характеристическое уравнение, отвечающее однородному обыкновенному дифферен-

циальному уравнению четвертого порядка с постоянными коэффициентами (14), имеет вид 

 2 2 0
 
    

 
.  

Значит, общее решение представимо в виде 

 1 2 3 4U c z c c exp z c exp z
    

              
.  (15) 

Заметим, что так просто получить решение, как это было при выводе выражения (15), 

не получится, если в жидкости присутствует горизонтальный перепад давления, то есть ко-

гда структура давления не отвечает представлению (12). Другими словами, при учете пере-

пада давления при рассмотрении поля скорости (9) (то есть течения Куэтта – Пуазейля) 

необходимо знать распределение градиента давления, чтобы построить точное решение для 

поля скорости. 

Рассмотрим теперь другое частное решение уравнения (8) для поля скорости: 

  1 ,xV yu z t .  (16) 
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С учетом того факта, что скорость (16) линейно зависит от переменной y, а в уравне-

нии (8) присутствуют производные минимум второго порядка по этой переменной, несложно 

показать, что для решения (16) уравнение (8) сводится к уравнению вида (10): 

 
2 4

1 1 1

2 4 x

u u uP
F

t x z z

  
    

   
.  (17) 

Очевидно, что вид решения уравнения (17) зависит от функционального представле-

ния силы и давления, определяющих структуру неоднородности в уравнении (17). 

Рассмотрим сумму решений (9) и (16), т. е. решение вида 

    1, ,xV U z t yu z t  .  (18) 

Решение вида (18) описывает течение типа неоднородного течения Куэтта. Ввиду ли-

нейной зависимости выражения (18) от продольной координаты y, уравнение (8) для выра-

жения (17), так же как и для выражений (9) и (16), сводится к виду (10) или (17): 

 
     2 4

1 1 1

2 4 x

U yu U yu U yuP
F

t x z z

     
    

   
.  (19) 

Но сама сумма (17) как решение уравнения (19) не является суммой решений вида (9) 

и (16) ввиду неоднородности самого уравнения, к которому сводится уравнение (8) (т. е.  

к уравнению вида (10), (17) или (19)).  

Рассмотрим еще более сложное по структуре решение уравнения (8): 

  
2

2 ,
2

x

y
V u z t .  (20) 

Подставим решение (20) в уравнение (8): 

 

2

2 2 2 2 4 4 4 2

2 22 2 4 4 2 2

2
2

2 2
x

y
u

P y y
u u F

t x y z y z y z

 
 

                         
            

,  

 
2 2 42 2 2

2 2 2 2
2 2 2 4

2
2 2 2

x

u u u uy P y y
u F

t x z z z

      
         

       
.  (21) 

Очевидно, что уравнение (21) имеет структуру, отличную от уравнений вида (10): 

 

2 2 2
2 4

2 2 2 2

2
22 4 2

2 2 2
2x

y y y
u u u

uP
F u

t x z z z

     
       

             
    

.  

Соответственно, подстановка в уравнение (8) суммы вида 

       
2

1 2, , ,
2

x

y
V U z t yu z t u z t     (22) 
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будет приводить к необходимости решения уравнения вида, отличного от уравнения типа (10).  

Та же тенденция будет сохраняться и при повышении степени полинома. 

Рассмотрим более общее решение [55, 74]: 

    
1

, ,
!

kn

x k

k

y
V U z t u z t

k

  . (23) 

В формуле (23) !k  обозначает взятие факториала от натурального числа k .  

Посчитаем отдельно частные производные, необходимые для подстановки в уравне-

ние (8): 

 
1 !

kn
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V uU y
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

   
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 

4 2 222 2
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.  
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Подставим вычисленные производные в уравнение (8): 

 

2 2 22 12
1

2 22 2 2 2
1 1 ! ! 1 ! !

k k k n nn n
k k n n

x k

k k

u u u uU y P U y y y y
F u u

t k ! t x z k k z n z n z






 

       
                      
 

 

     

2 424 4
22

4 44 2 2 4
1

2 4 2 4 4 43 2 1

1 3 2 1

2 4 2 4 4 4

2 2
!

2 2
3 ! 2 ! 1 ! !

kn
k k

k

k

n n n n

n n n n n n

u uuU y
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u u u u u uy y y y
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






  

   

   
       

     


 
        

                      


. (24) 

В частности, для решения системы (20) уравнение (24) принимает вид 

 
2 2 42 2 2

2 2 2 2
2 2 2 4
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2! 2! 2!

x

u u u uy P y y
F u

t x z z z

      
         

       
,  

что явно совпадает с ранее полученным уравнением (21). 

Также заметим, что ввиду линейной независимости базисных функций 
2 ny, y ,..., y  

уравнение (24) можно было бы разделить на систему уравнений, если структура функций 

x

P
F

x

 
  
 

 подразумевала подобное деление по степеням переменной y. 

Пусть разность x

P
F

x

 
  
 

 в соответствии с решением (23) представима в виде поли-

нома n-ой степени по переменной y: 
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1
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!
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x k

k

P y
F S z t s z t

x k


   


 . (25) 

Подставим выражение (25) в полученное уравнение (24): 
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.  

Данное уравнение распадается на систему уравнений, полученных путем приравнива-

ния коэффициентов при одинаковых степенях переменной y в левой и правой частях данного 

уравнения: 
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  
.  (26) 

Посмотрим теперь на структуру выражения (25) как на дифференциальное уравнение 

для определения давления: 
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 
 .  (27) 

Строго говоря, функция xF  может зависеть от всех пространственных координат: 

  , , ,x xF F x y z t .  (28) 

Поэтому при вычислении неопределенного интеграла в правой части выражения (27) 

в качестве констант интегрирования появится некоторая функция  , ,y z t , не зависящая от 

координаты х. Для определения структуры функции   подставим выражение (27) в уравне-

ния (4), (5): 

 y

P
F

y





,    

z

P
F

z





. 

Таким образом, по заданному распределению объемных сил F находим решение рас-

сматриваемой системы. 
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4. Течение жидкости по наклонной поверхности  

В качестве примера рассмотрим однонаправленное течение Нуссельта (рис. 1) [41]. 

 

 

Рис. 1. Схема течения жидкости 

Распределение объемных сил в этом случае имеет вид 

 sin cosxF g   ,  sin sinyF g   ,  coszF g  .  (29) 

Поле скоростей будем искать в виде полинома первой степени: 

    1xV U z u z y  .  (30) 

Для решения типа (30) система (26) принимает вид 
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Для решения системы (31) нужно найти компоненты 1S ,s . Для их нахождения исполь-

зуем сначала формулу (25) и ее следствие (27): 

 
1x
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
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

,  (32) 

      1 1sin cos , ,xP F dx S s y x g x S s y x y z t         .  (33) 

Далее подставим выражение (33) для давления сначала в уравнение (4):  

 
    1sin cos

sin sin
g x S s y x y,z,t

g
y

     
  


,  

 1 sin sins x g
y


    


,  

  1 sin sins xy g y z,t      .  (34) 

Подставим выражение (34) в формулу (33) для давления: 

    1 1sin cos sin sin ,P g x S s y x s xy g y z t          ,  
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  sin cos sin sin ,P g x g y Sx z t        .  (35) 

Теперь подставим уточненную структуру поля давления (35) в оставшееся уравнение (5): 

 
  sin cos sin sin

cos
g x g y Sx z,t

g
z

       
 


,  

 cos
S

x g
z z

 
   
 

,  

 cos
S

x g
z z

 
  

 
,  

  cosSx g z t     .  (36) 

Перепишем выражение решение (35) с учетом полученной связи (36): 

   sin cos sin sin cosP g x g y Sx Sx g z t           ,  

  sin cos sin sin cosP g x g y g z t         .  (37) 

Осталось определить структуру функций S, s1, чтобы решить систему (31) и найти тем 

самым решение для поля скорости. Для этого подставим в выражение (32) найденное реше-

ние (37) и выражения (29): 

 
  

1

sin cos sin sin cos
sin cos

g x g y g z t
g S s y

x

        
     


,  

 1 0S s y  .  

Значит, S = s1 = 0. Тогда система (31) принимает вид 

 
2 4

2 4

U U U

t z z

  
  

  
, 

2 4

1 1 1

2 4

u u u

t z z

  
  

  
.  (38) 

Заметим, что если отбросить дополнительную степень свободы, связанную с возмож-

ностью вращения элементарного объема жидкости (положить μ = 0), то в случае установив-

шихся течений система (38) примет вид системы (9), приведенной в работе [41]. 

Уравнения системы (38) имеют одинаковую структуру: 

 
2 4

2 4

f f f

t z z

  
  

  
.  (39) 

Найдем решение уравнения (39) в классе функций вида f = Z(z) ∙ T(t). В этом случае 

уравнение (39) примет вид 

 
  4

ZT ' Z '' Z T   .  (40) 
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Получилось уравнение с разделяющимися переменными 

 
 4

T ' Z '' Z

T Z

 
 .  (41) 

Отметим что переход от уравнения (40) к уравнению (41) справедлив только при  

Z(z) ∙ T(t) ≠ 0. В противном случае имеем тривиальное (нулевое) решение, удовлетворяющее 

уравнению (40). 

Уравнение  (41) распадается на два независимых уравнения: 

 0
T '

T
 , 

 4

0
Z '' Z

Z

 
 ,  

 0T '  , 
 4

0Z Z ''


 


.  

Решение этой системы (с применением характеристического уравнения) имеет вид 

 constT  , 1 2 3 4exp expZ c z c c z c z
    

              
.   

Следовательно, решение уравнения (39) описывается следующей функцией: 

 1 2 3 4Z c z c c exp z c exp z
    

              
.  

На основе полученного выражения легко строится решение для компонент поля ско-

рости: 

 1 2 3 4U A z A A exp z A exp z
    

              
,  

 1 1 2 3 4u B z B B exp z B exp z
    

              
. 

Таким образом, полностью построено решение для описания однонаправленных тече-

ний в наклонном слое в классе скоростей, линейных по части координат. 

5. Заключение 

В работе построены классы точных решений для описания неоднородных однона-

правленных течений жидкости с учетом моментных напряжений (течений типа Коссера) в 

трехмерном силовом поле произвольной структуры. Показано, насколько важно учитывать 

нелинейные слагаемые в представлении профиля скорости, поскольку в большинстве случа-

ев они влияют на структуру определяющих уравнений модели течения. Показана связь с ра-

нее опубликованными результатами, в том числе с решениями конкретных прикладных задач 

типа течения вязких жидкостей в наклонном протяженном слое в консервативном поле мас-

совых сил. 
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