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The paper presents an exact solution to the boundary value problem describing the steady-

state unidirectional flow of a viscous incompressible fluid. The fluid moves in an infinite horizontal 

strip (infinite fluid layer). The fulfillment of the no-slip condition is postulated at the lower bounda-

ry of the viscous fluid layer. At the upper boundary, which is assumed to be rigid, non-uniform ve-

locity distribution is specified. The deformation of the free boundary is neglected due to the use of 

the rigid-lid boundary condition. The exact solution to the equations of the hydrodynamics of in-

compressible fluids automatically satisfies the continuity equation (the incompressibility equation). 

The velocity function is harmonic in this case. The simplest exact solution satisfying the Laplace 

equation is constructed, which takes into account the features of the velocity field along the trans-

verse (vertical) coordinate and one of the longitudinal (horizontal) coordinates. The paper analyzes 

the topological properties of the velocity field, the tangential stress field, the vorticity vector, specif-

ic kinetic energy, and specific helicity. 

Keywords: Couette flow, inhomogeneous flow, exact solution, counterflows, shear stresses, specif-

ic kinetic energy, specific helicity. 
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В статье приведено точное решение краевой задачи, описывающей установившееся 

однонаправленное течение вязкой несжимаемой жидкости. Жидкость движется в бесконеч-

ной горизонтальной полосе (бесконечном слое жидкости). На нижней границе слоя вязкой 

жидкости постулируется выполнение условия прилипания. На верхней границе, которая по-

лагается недеформируемой, задано неоднородное распределение скорости. Пренебрежение 

деформацией свободной границы обусловлено использованием граничного условия типа 

твердой крышки. Приведенное в статье точное решение уравнений гидродинамики несжима-

емой жидкости автоматически удовлетворяет уравнению непрерывности (уравнению несжи-

маемости). В этом случае функция скорости является гармонической. Построено простейшее 

точное решение, удовлетворяющее уравнению Лапласа, которое учитывает особенности по-

ля скоростей по поперечной (вертикальной) координате и по продольной (горизонтальной) 

координате. В статье проанализированы топологические свойства поля скорости, поля каса-

тельных напряжений, вектора завихренности, удельная кинетическая энергия  

и удельная спиральность. 

Ключевые слова: течение Куэтта, неоднородное течение, точное решение, противотечения, 

касательные напряжения, удельная кинетическая энергия, удельная спиральность. 

1. Введение 

Точное решение Куэтта   , ;0;0xV z tV  описывает изобарические однонаправлен-

ное слоистое и сдвиговое течение вязкой несжимаемой жидкости между двумя недеформи-

руемыми бесконечными пластинами [1–9]. Линейный профиль поля скорости Куэтта 

  ;0;0 ,U zV  

точно удовлетворяющий уравнению Орра–Зоммерфельда, является наиболее частым фоно-

вым течением, исследуемым на гидродинамическую устойчивость для различных классов 

возмущений [2, 4, 6–19].  

Недавно были опубликованы статьи, в которых анонсировались обобщения плоского 

течения Куэтта [20–28]. В работах [20–28] были получены точные решения типа Куэтта для 

двумерного поля скоростей, зависящего от трех координат и времени:  
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    , , , ; , , , ;0x yV x y z t V x y z t V
 

            0 1 2 0 1 2, , , ; , , , ;0U z t U z t x U z t y V z t V z t x V z t y     . 

Такие точные решения описывают неоднородное течение Куэтта [20–28]. Рассмотре-

ны модификации полученных в [20–28] семейств точных решений размерности (2+1)  

на трехмерные движения вязкой несжимаемой жидкости [24, 28, 29].  

Характерная особенность точных решений, анонсированных в [20–28], заключается в 

рассмотрении нелинейных эффектов при задании граничных возмущений для неоднородного 

поля скоростей. В статьях [20–28] были предложены математические модели, объясняющие 

экваториальные противотечения мирового океана и позволяющие учесть усиление скоростей 

и колебаний крупномасштабных волновых движений, но исследование устойчивости такого 

класса течений к настоящему времени не проведено. 

Гидродинамическая устойчивость неоднородных течений Куэтта не изучалась, поскольку 

для таких фоновых течений нельзя применять метод нормальных мод, который традиционно ис-

пользуется в гидродинамической устойчивости. Таким образом, чтобы исследовать двумерные и 

трехмерные неоднородные течения Куэтта, нужно исследовать точные решения одномерного по 

скоростям (однонаправленного) движения жидкости, индуцированного распределением скорости, 

зависящей от горизонтальной (продольной) координаты по степенному закону. Этот подход был 

впервые описан в статье [30], где приводится точное решение 

    
0

, , ;0;0 , ;0;0
!

kn

x k

k

y
V y z t U z t

k

 
   

 
V

 

для описания нестационарного течения одномерного по скорости, но двумерного по коорди-

натам. 

В статье проводится исследование простейшей краевой задачи, описывающей устано-

вившееся неоднородное течение с квадратичным профилем движения  

        
2

0 1 2, ;0;0 ;0;0
2

x

y
V y z U z U z y U z

 
    

 
V

 

верхней границы бесконечного горизонтального слоя жидкости. Подробно изучено полино-

миальное поле скоростей, распределение касательных напряжений и компонент вектора за-

вихренности. Показано, что все гидродинамические поля стратифицируются как по верти-

кальной, так и по горизонтальной координатам. 

2. Постановка задачи 

Установившееся однонаправленное изобарическое течение вязкой несжимаемой жид-

кости описывается системой, состоящей из уравнения Навье–Стокса и уравнения непрерыв-

ности (уравнения несжимаемости) [30]: 

x
x x

V
V V

x



 


; 

0xV

x





. (1) 
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Здесь  , ,xV x y z  – ненулевая компонента вектора скорости однонаправленного тече-

ния жидкости;  – кинематическая (молекулярная) вязкость жидкости, 

2 2 2

2 2 2x y z

  
   

  
 – 

трехмерный оператор Лапласа. 

Система уравнений (1) является переопределенной [30]. Для нахождения нетривиаль-

ных (ненулевых) точных решений системы (1) подставим соотношение 0xV

x





 в первое 

уравнение и учтем, что в силу уравнения неразрывности функция не зависит от продольной 

(горизонтальной) координаты x  [30]. В этом случае система (1) трансформируется к дву-

мерному уравнению Лапласа: 

2 2

2 2
0x xV V

y z

 
 

 
. (2) 

Таким образом, скорость  ,x xV V y z  является гармонической функцией.  

Движение жидкости происходит в бесконечно протяженном горизонтальном слое, ко-

торый ограничен двумя плоскими границами (бесконечными абсолютно жесткими пласти-

нами). Нижняя граница слоя 0z   неподвижная. При движении жидкости будем считать вы-

полненным условие прилипания: 

 ,0 0xV y  . (3) 

Верхняя граница z h  ( h  – толщина слоя жидкости) движется по закону: 

 
2

,
2

x

y
V y h W Ay B   . (4) 

Скорость жидкости на верхней границе является параболическим профилем относи-

тельно координаты y , описывающим суперпозицию поступательного и вращательного дви-

жений. Как было показано в статьях [20–24, 26–28], задание краевого возмущения приводит 

к генерации вертикальной закрутки в жидкости и неоднородному распределению касатель-

ных напряжений. 

3. Точное решение 

Уравнение Лапласа (2) имеет так называемое фундаментальное решение [4]. В статье 

мы ограничимся исследованием полиномиального решения без добавки фундаментального 

решения. Точное решение системы (1) и, как следствие, линейного уравнения второго поряд-

ка эллиптического типа (2) находим в виде [30]:  

     
2

0 1 2( , )
2

x

y
V x z U z U z y U z   . (5) 

Точное решение (5) получено благодаря применению обобщения метода разделения 

переменных [2, 9, 24, 31–37]. Для определения неизвестных функций 0U , 1U  и 2U  вычислим 

частные производные для скорости xV , определяемые формулой (5): 
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2

22

xV
U

y





;   

2 2

0 1 22 2

xV y
U U y U

z


    


. 

Здесь штрих обозначает дифференцирование по вертикальной (поперечной) коорди-

нате z .  

Подставив полученные выражения в уравнение (2), получим многочлен относительно 

горизонтальной переменной: 

2

2 0 1 2 0
2

y
U U U y U      . 

Приравнивая выражения при одинаковых степенях y (метод неопределенных коэффи-

циентов), получаем простейшую систему обыкновенных дифференциальных уравнений ше-

стого порядка: 

1 0U  ;  2 0U   ;  2 0 0U U   . 

После последовательного интегрирования системы, получаем выражения для функ-

ций, описывающих поле скоростей (3): 

1 1 2U с z c  ;  2 3 4U с z c  ; 

3 23 4
0 5 6

6 2

c c
U z z c z c

 
     

 
. (6) 

Формулы (6) иллюстрируют распределение фонового течения 0U  по кубическому  

закону, а пространственное ускорение 1U  и кривизна поля скоростей 2U  являются линейны-

ми функциями. 

3.1. Краевая задача 

Для определения постоянных интегрирования 1с , 2с , 3с , 4с , 5с  и 6с , входящих  

в точное решение (6), запишем граничные условия (3) и (4) с учетом структуры поля ско-

ростей (5): 

 0 0 0U  ,   1 0 0U  ,   2 0 0U  ; 

 0U h W ,   1U h A ,   2U h B . (7) 

Учитывая граничные условия, получаем значения для постоянных интегрирования: 

2 0с  ,  4 0с  ,  6 0с  ; 

1

A
с

h
 ,  3

B
с

h
 ,  5

6

Bh W
с

h

 
   

 
. 
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Подставляя константы 1с , 2с , 3с , 4с , 5с  и 6с , получим точное решение краевой  

задачи: 

1

A
U z

h
 , 2

B
U z

h
 , 

2
3

0
6 6

B Bh z
U z W

h h

 
    

 
. 

Для анализа поля скоростей 

2 2
2

6 6 2
x

z B Bh y
V z W Ay B

h

 
      

 
 (8) 

введем безразмерную координату 
z

Z
h

 . В этом случае скорость записывается следующим 

образом: 

2 2 2
2 .

6 6 2
x

Bh Bh y
V Z Z W Ay B

 
      

   

Поскольку целью настоящей статьи является исследование скорости и других гидро-

динамических полей при ненулевом значении параметра B , то для дальнейшего исследова-

ния выражение для скоростей удобно представить как 

 2 2 2 2 2 2 2 26 6
3 6 6 3x

Z W A Z
V Z h h y y Z h w h ay y

B B B B

 
             

   

     2 22 2 2 2 2 26 3 3 3
Z Z

Z h w h a y a Z h b y a
B B

           . 

(9) 

При упрощении выражения для скорости введены следующие обозначения: 

A
a

B
 , 

W
w

B
 , 

2

2 2 26
6 3 3

W A
b w h a h

B B

 
       

 
, 

которые понадобятся далее.  

3.2. Анализ скорости и удельной кинетической энергии 

Для исследования поля скорости (9) для начала положим 0y  . В этом случае течение 

жидкости характеризуется застойной точкой (точкой покоя), которая определяется уравне-

нием 

2 2 23 0.Z h b a     

Разрешая это уравнение, получим выражение для переменной Z , определяющей гра-

ницу, относительно которой происходит движение встречных однонаправленных потоков 

фонового течения вязкой несжимаемой жидкости: 

2

2

3
.

b a
Z

h



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Отметим, что противотечения в жидкости будут регистрироваться при выполнении 

двойного неравенства: 

2

2

3
0 1.

b a

h


   

Возвращаясь к прежним обозначениям, получим, что вертикальная (поперечная) стра-

тификация фоновой скорости при установившемся течении жидкости регистрируется при 

выполнении неравенства: 

2

1
0.

6

W

Bh
  

 

Таким образом, для существования встречных потоков параметры W  и B  должны 

быть разных знаков. 

Учитывая неоднородность течения жидкости, получим уравнение застойной линии, 

существующей при движении жидкости: 

 
22 2 3 0.Z h b y a      (10) 

Очевидно, что совокупность точек покоя при 0b   принадлежит кривой второго по-

рядка гиперболического типа: 

 
22 2 3

1.
y aZ h

b b


 

 

В том случае, если 0b  , то множеством застойных точек является пара пересекаю-

щихся прямых 

       2 2 23 3 3 0.y a Z h y a Zh y a Zh       
 

Завершая исследование одномерного поля скоростей (9), заметим, что в потоке жид-

кости существует две застойные точки относительно вертикальной координаты Z , завися-

щие от значения горизонтальной координаты y . 

Наличие двух застойных точек у скорости V  равносильно тому, что удельная кинети-

ческая энергия 

22 2
2 2 2 2

2

6 6
3

2 2

xV Z W A
E Z h h y y

B B B

   
       

   

немонотонно распределена относительно координат Z  и y  и может принимать не более 

двух нулевых значений внутри слоя жидкости, определяемых формулой (10). 

3.3. Анализ касательного напряжения и завихренности 

Напомним, что для классического установившегося течения Куэтта с линейным про-

филем  

xV Az B 
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касательное напряжение  

x
xz

V
A

z


    

  

является постоянным, т. е. в жидкости регистрируются только растягивающие или сжимаю-

щие напряжения. Знак касательного напряжения xz  зависит от величины параметра A , 

определяющего разность граничных скоростей [1–9].  

Касательное напряжение для поля скоростей, определяемое формулами (9), записыва-

ем следующим образом: 

2 2 2

2 6 2

x
xz

V Bz Bh By
W Ay

z h

  
         

  
. (11) 

Касательное напряжение xz  может стратифицироваться по обеим координатам z  и .y  

По координате z возможно расслоение только на две области, а по координате y  – до трех 

зон. Приравняв нулю выражение для касательного напряжения xz , получим уравнение для 

определения границ нейтральных линий гиперболического типа: 

2 2 2

0.
2 6 2

Bz Bh By
W Ay     

 

Учитывая, что рассматривается неоднородное распределение скорости, ненулевое 

значение принимает еще одна компонента тензора вязких напряжений:  

 x
xy

V z
A By

y h

 
    


. (12) 

Стратификация сдвигового напряжения xy  возможна только по горизонтальной (про-

дольной) координате и будет иметь место при  

A
y

B
  . (13) 

Покажем далее, что анализ завихренности эквивалентен исследованию поля касатель-

ных напряжений. Вектор завихренности   определяется символическим определителем: 

0 0x y z x

x y z x y z

V V V V

     
    

     
V

i j k i j k

 

x x
y z

V V

z y

 
    

 
j k j k =  

 
2 2 21

2 6 2

Bz Bh By z
W Ay A By

h h

    
          

   
= j k =  
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xyxz



 

= j k . 

Здесь 
x y z

  
   

  
i j k  – оператор Гамильтона, а символы V  обозначают опе-

рацию ротора от вектор-функции.  

Очевидно, что направление компоненты завихренности y  может менять направле-

ние вихря, движущегося вдоль оси ординат, до двух раз, а вертикальная компонента z  – 

однократно. Таким образом, течение вязкой несжимаемой жидкости всюду вихревое за ис-

ключением линии, определяемой равенством: 

2 2 0.xz xy     (14) 

Подставив в равенство (14) формулы (11) и (12), получим громоздкое выражение: 

2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 4
2 2 2

2
2

4 6 2 3 36

B z B z h B z y BWh B h
BWz W WAy BWy

h


        

  

 
2 2 2 2 2 4 2 2

2 2 3 2 2 2

2
0.

3 6 4

BAyh B h y B y z
A y BAy A ABy B y

h

 
        


 

(15) 

Для его упрощения воспользуемся соотношением (13). После подстановки (13) в (15) 

получим равенство: 

2
2 2 2

0.
2 6 2

Bz Bh A
W

B

 
     
 

 

Следовательно, в потоке вязкой несжимаемой жидкости существует единственная 

точка 

2 22

6 2

Bh A
z W

B B

 
   

 
, ,

A
y

B
   

в которой движение является безвихревым при ограничениях на параметры краевой задачи 

2 21
0

6 2 2

Bh A h
W

B B

 
    

 
. 

Последнее двойное неравенство обусловлено диапазоном изменения вертикальной 

(поперечной) координаты. 

4. Заключение 

В статье изучено простейшее точное решение, описывающее изотермическое неодно-

родное однонаправленное течение вязкой несжимаемой жидкости. Точное решение уравне-

ний Навье–Стокса получено в классе полиномов. Данное точное решение описывает вихре-

вое движение, которое может локально вырождаться в потенциальное движение. Показано, 
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что учет пространственного ускорения влечет стратификацию поля скоростей с нетривиаль-

ной топологией. Исследование поля касательных напряжений показывает неоднородность их 

распределения, причем со сменой знака величины компонент тензора напряжений.  
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