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We study the solvability of the overdetermined system of Navier–Stokes equations, supple-

mented by the incompressibility equation, which is used to describe isothermal large-scale shear 

flows of a rotating viscous incompressible fluid. Large–scale flows are studied in a thin-layer ap-

proximation (the vertical velocity of the fluid is assumed to be zero). The rotation of a continuous 

fluid medium is described by three Coriolis parameters. The solution of the reduced system of Na-

vier–Stokes equations is constructed in the Lin–Sidorov–Aristov class. In this case, both nonzero 

components of the velocity vector, the pressure and temperature fields are assumed to be full linear 

forms of two Cartesian coordinates, and the dependence on the third Cartesian coordinate has an 

arbitrary form (including non-polynomial). It is shown that the nonlinear overdetermined system of 

Navier–Stokes equations and of the incompressibility equation in the framework of the Lin–

Sidorov–Aristov class reduces to the equivalent nonlinear overdetermined system of ordinary dif-

ferential equations, in which the components of the hydrodynamic fields act as unknown functions. 

The compatibility condition for the equations of the resulting system is derived. It is shown that, if 

this compatibility condition is fulfilled, the system has a unique solution, and the spatial accelera-

tions in both variables (the linearity with respect to them was postulated when choosing the solution 

class) prove to be constant functions. These results are a generalization of similar results obtained 

earlier in the study of solvability in the cases of one and two Coriolis parameters. 

 

Keywords: exact solution, shear flow, Coriolis parameter, solvability, Navier–Stokes equation, 

overdetermined system, large-scale flow. 
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Исследуется вопрос разрешимости переопределенной системы уравнений Навье–

Стокса, дополненной уравнением несжимаемости, используемой для описания изотермиче-

ских крупномасштабных сдвиговых течений вращающейся вязкой несжимаемой жидкости. 

Крупномасштабные течения изучаются в приближении тонкого слоя (вертикальная скорость 

жидкости полагается равной нулю). Вращение сплошной жидкой среды описывается тремя 

параметрами Кориолиса. Решение редуцированной системы уравнений Навье–Стокса стро-

ится в классе Линя–Сидорова–Аристова. При этом обе ненулевые компоненты вектора ско-

рости, поля давления и температуры полагаются полными линейными формами двух декар-

товых координат, а зависимость от третьей декартовой координаты имеет произвольный вид  

(в том числе и неполиномиальный). Нелинейная переопределенная система уравнений  

Навье–Стокса и уравнения несжимаемости в рамках класса Линя–Сидорова–Аристова сво-

дится к эквивалентной нелинейной переопределенной системе обыкновенных дифференци-

альных уравнений, в которой в качестве неизвестных функций выступают компоненты гид-

родинамических полей. Выведено условие совместности уравнений полученной системы. 

Показано, что если условие совместности выполняется, то система имеет единственное ре-

шение, причем пространственные ускорения по обеим переменным, линейность относитель-

но которых постулировалась при выборе класса решений, оказываются постоянными функ-

циями. Результаты являются обобщением аналогичных результатов, полученных ранее при 

исследовании разрешимости в случаях одного и двух параметров Кориолиса. 

Ключевые слова: точное решение, сдвиговое течение, параметр Кориолиса, разрешимость, 

уравнение Навье–Стокса, переопределенная система, крупномасштабное течение. 

1. Введение 

При описании движения вращающихся жидкостей традиционно используется приближе-

ние, согласно которому сила инерции характеризуется только одним параметром Кориолиса [1–5]. 

Этого подхода придерживался Экман [6] при описании вращающегося океана бесконечной глуби-

ны. Одним из обоснований служили характерные значения горизонтальных скоростей в геофизи-

ческой гидродинамике значительно превышают соответствующие значения вертикальной проек-

ции вектора скорости течения [1, 3–5]. Классическое крупномасштабное течение Экмана является 

изотермическим. Горизонтальные проекции поля скорости определялись из системы уравнений 

Навье–Стокса [7–10], дополненной уравнением несжимаемости. Экман, полагая скорости относя-

щимися к классу течений типа Куэтта [11], построил нетривиальное решение описанной системы. 
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Однако предположение об однородности распределения компонент поля скорости не всегда отве-

чает данным натурных экспериментов [12, 13].  

Точное решение Экмана многократно обобщалось [1, 4, 14–24]. Достаточно часто при 

этом возникали ситуации, в которых определяющая система уравнений оказывалась пере-

определенной. Было построено решение для скоростей наиболее общего вида в рамках клас-

са Линя–Сидорова–Аристова при учете одного ненулевого параметра Кориолиса в работе 

[25]. При удовлетворении определенному алгебраическому условию переопределенная реду-

цированная система уравнений движения вращающейся жидкости оказывается разрешимой. 

Аналогичное условие было получено в работе [26], но для случая, когда сила инерции опи-

сывается двумя ненулевыми параметрами Кориолиса. В работе предпринята попытка инте-

грирования системы уравнений Навье–Стокса в случае, когда все три проекции вектора уг-

ловой скорости вращения отличны от нуля.  

2. Постановка задачи 

Рассмотрим локальную (неинерционную) систему координат Oxyz , соответствующую 

рассматриваемой области течения жидкости. Пусть эта система вращается вокруг некоторой 

оси с угловой скоростью  3 2 1
1 , ,

2
f f f  . Параметры 1 12 cosf    , 2 22 cosf    , 

3 32 cosf     называются параметрами Кориолиса, где   – величина угловой скорости 

вращения, 1 2 3; ;    – углы между вектором   и положительными направлениями коорди-

натных осей , ,Ox Oy Oz  соответственно [1–5]. В качестве такой области может выступать, 

например, некоторая часть Мирового океана, а в качестве оси вращения – Земная ось. Будем 

полагать, что компоненты 1 2 3, ,f f f  вектора угловой скорости не зависят от времени. Это до-

пущение оправдано тем, что несмотря на влияние колебания оси вращения Земли на динами-

ку крупномасштабных течений Мирового океана, оно оказывается достаточно мало, чтобы 

можно было им пренебречь [3]. 

Введем в рассмотрение редуцированное давление  

         , 2 , 2P p g p g                 r r r r , 

вычтя из реального давления p  центробежную составляющую     , 2   r r  и силу 

тяжести и разделив получившуюся разность на плотность жидкости  . В этом случае урав-

нение Навье–Стокса (уравнение сохранения количества) движения и уравнение несжимаемо-

сти принимает вид [3] 

 , P
t


    




V
+ V V + 2 V V , 0 V . (1) 

В уравнении (1) приняты обозначения:  , ,x y zV V VV =  – вектор скорости движения, 

  – кинематическая вязкость жидкости;  , ,x y z         – оператор Гамильтона, 

2 2 2 2 2 2x y z         – оператор Лапласа. Отметим, что ускорение Кориолиса 2  V  

в системе уравнений (1) зависит от величины проекций вектора угловой скорости   на ко-

ординатные оси: 
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 3 2 1 2 1 1 3 3 22 , ,z y x z y x

x y z

f f f f V f V f V f V f V f V

V V V

     

i j k

V . 

В случае установившихся крупномасштабных сдвиговых ( 0zV  ) течений проекции 

уравнения (1) на координатные оси запишем в следующем виде: 

2 2 2

1 2 2 2x y x y x

P
V V V f V V

x y x x y z

       
        

        
; (2) 

2 2 2

1 2 2 2x y y x y

P
V V V f V V

x y y x y z

       
       

        
+ ; (3) 

3 2y x

P
f V f V

z


  


, 0

yx
VV

x y


 

 
. (4) 

Система (2)–(4) является переопределенной, поскольку для нахождения двух скоро-

стей и модифицированного давления имеется четыре уравнения. Разрешимость системы 

уравнений будем исследовать в классе точных решений Линя–Сидорова–Аристова.  

Рассмотрим далее следующий класс точных решений [25–32]:  

     1 2xV U z u z x u z y   ,      1 2yV V z v z x v z y   ; 

           
2 2

0 1 2 12 11 22
2 2

x y
P P z P z x P z y P z xy P z P z      . 

(5) 

Подставим класс (5) в систему (2)–(4). В результате получим следующие соотноше-

ния: 

       1 2 1 2 1 2 1 1 2U u x u y V v x v y U u x u y f V v x v y
x y

  
           

  
 

 

2 2

0 1 2 12 11 22 2 2 2

1 22 2 2

2 2

x y
P Px P y P xy P P

U u x u y
x x y z

 
      

            
    

; 

(6) 

       1 2 1 2 1 2 1 1 2U u x u y V v x v y V v x v y f U u x u y
x y

  
          

  
+  

 

2 2

0 1 2 12 11 22 2 2 2

1 22 2 2

2 2

x y
P Px P y P xy P P

V v x v y
y x y z

 
      

            
    

; 

(7) 
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2 2

0 1 2 12 11 22

3 1 2 2 1 2

2 2

x y
P Px P y P xy P P

f V v x v y f U u x u y
z

 
      
       


. 

(8) 

Вычислим соответствующие частные производные в уравнениях (6)–(8), в результате 

чего уравнения примут более простой вид: 

     1 2 1 1 2 2 1 1 2U u x u y u V v x v y u f V v x v y          

   1 12 11 1 2'' '' ''P P y P x U u x u y       ; 

(9) 

     1 2 1 1 2 2 1 1 2U u x u y v V v x v y v f U u x u y       +
 

   2 12 22 1 2'' '' ''P P x P y V v x v y       ; 
(10) 

   
2 2

3 1 2 2 1 2 0 1 2 12 11 22' ' ' ' ' '
2 2

x y
f V v x v y f U u x u y P P x P y P xy P P

 
            

 
. (11) 

Воспользуемся далее принципом неопределенных коэффициентов и приравняем в 

уравнениях (9)–(11) выражения при независимых переменных ,x y . Получим систему нели-

нейных обыкновенных дифференциальных уравнений, производная в которых берется по 

переменной z . Сгруппируем эти уравнения следующим образом: 

11 12 22' 0, ' 0, ' 0;P P P    (12) 

 2

1 1 2 1 1 11''u u u f v P     ; 

 2 1 2 2 1 2 12''u u u u f v P     ; 

 1 1 1 1 1 2 12''v u v f v v P     ; 

  2

2 2 1 1 2 22''v u v f v P     ; 

(13) 

1 2 1 3 1'P f u f v 
; 

2 2 2 3 2'P f u f v 
; 

(14) 

 1 2 1 1''U Uu V u f P     ; 

 1 1 2 2''V U v f Vv P     ; 

(15) 
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0 2 3' .P f U f V   (16) 

Подставим аналогичным образом линейные формы (5) в уравнение несжимаемости: 

0 V . 

После вычисления соответствующих частных производных придем к следующему 

условию: 

1 2 0u v  . (17) 

Перепишем далее систему уравнений (12)–(16) с учетом соотношения (17), в резуль-

тате элементарных алгебраических преобразований получим: 

11 ' 0;P   12 ' 0;P  , 22 ' 0;P   (18) 

 2

1 1 2 1 1 11'' ;u u u f v P      

2 1 1 12'' ;u f u P    

1 1 1 12'' ;v f u P    

 2

1 1 2 1 1 22''u u u v f P     ; 

(19) 

1 2 1 3 1' ;P f u f v   

 2 2 2 3 1 3 1 2 2'P f u f u f u f u     ; 

(20) 

 1 2 1 1'' ;U Uu V u f P      

 1 1 1 2''V U v f Vu P     ; 

(21) 

0 2 3' .P f U f V   (22) 

Из уравнения (18) непосредственно следует, что коэффициенты при квадратичных 

слагаемых поля давления (5) являются постоянными величинами: 

 const , 1,2 .ijP i j   

Оставшиеся уравнения (подсистемы (19)–(22)) образуют переопределенную нелиней-

ную систему обыкновенных дифференциальных уравнений, поскольку число соотношений в 

ней превосходит число неизвестных функций. Причем, если в подсистемах (20)–(22) число 

уравнений совпадает с числом неизвестных, то в подсистеме (19) число неизвестных меньше 
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числа уравнений. Таким образом, если удастся найти совместное решение уравнений (19),  

то система (18)–(22) перестанет быть переопределенной.  

Заметим, что проблема переопределенности подсистемы (19) имеет место, если толь-

ко рассматривается полный класс вида (5), т. е. когда обе ненулевые компоненты вектора 

скорости линейны одновременно по двум горизонтальным координатам. В частном случае 

класса (5), когда вектор скорости описывается только однородными компонентами 

,xV U  ,yV V  (23) 

подсистема (19) сводится к условиям  0 , 1,2ijP i j  , что не противоречит подсистеме (18). 

Структура поля скоростей вида (23) рассмотрена, например, в работах [33–41]. При этом по-

ле скоростей вида (23) может описывать только вертикально незавихренные течения вязкой 

несжимаемой жидкости. 

Для описания вертикально завихренных жидкостей можно использовать другой част-

ный случай класса (5) – случай, когда поле скоростей имеет, например, следующий вид: 

2 ,xV U u y  .yV V  (24) 

Течения вязкой жидкости в рамках класса вида (24) начали изучаться в работах [42–53].  

3. Анализ переопределенной подсистемы  

Решение уравнений (19) не зависит от второго и третьего параметров Кориолиса. 

Точно такая же система для определения пространственных ускорений 1 2 1 2, , ,u u v v  при по-

стоянных квадратичных неоднородностях ijP  давления жидкости была получена и подробно 

исследована [25,26]. В работах [25,26] было показано, что система (19) разрешима, если су-

ществует вещественное число с , являющееся корнем следующего квадратного уравнения: 

 2 2 3 2 2 2 2

1 1 11 12 1 11 22 11 22 222 4 2 2 0c f cf P P f P P P P P      . (25) 

В этом случае пространственные ускорения 1 2 1 2, , ,u u v v  описываются точным реше-

нием, которое не зависит от поперечной координаты z :  

12
1

1

;
P

u
f

   
11 22 1

2

1

;
2

P P f c
u

f

 
 11 22 1

1

1

;
2

P P f c

f
v

 
 12

2

1

.
P

v
f

  (26) 

В зависимости от значения дискриминанта квадратного уравнения (25), определяю-

щего значение параметра с , выражения (26) могут описывать как единственное решение, так 

и серию из двух решений.  

Далее определим вид оставшихся коэффициентов форм (5). Для этого необходимо 

проинтегрировать систему уравнений (20)–(22). Начнем с системы (20). С учетом выражений 

(25) правая часть обоих уравнений подсистемы (20) является постоянной функцией. При од-

нократном интегрировании такой функции по переменной z  получим линейную функцию 

этой переменной: 

1 1 1P z p   ; 
2 2 2P z p   , (27) 
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где 1 2 1 3 1f u f v   ; 2 3 1 2 2f u f u   ; а 
1 2 è p p  – постоянные интегрирования. Зная точные ре-

шения (27) для градиентов 
1P  и 

2P  поля давления (5), можем найти однородные слагаемые 

U и V поля скорости. Для этого проанализируем структуру системы (21). 

Уравнения (21) есть система обыкновенных дифференциальных неоднородных урав-

нений четвертого порядка с постоянными коэффициентами и известной линейной неодно-

родностью. В общем случае уравнения (21) связаны друг с другом, т.е. нельзя проинтегриро-

вать одно из уравнений этой системы независимо от другого уравнения. Однако при некото-

рых значениях коэффициентов 1 2 1, ,u u v , по крайней мере, одно из этих уравнений может 

становиться изолированным. Другими словами, вид решения системы (21) зависит от вели-

чины этих параметров. Рассмотрим возможные случаи. 

1. Пусть 11 0v f  , тогда второе уравнение системы (21) примет более простой 

вид: 

1 2V uV P   . (28) 

В уравнении (28) в роли неизвестного выступает только скорость V , следовательно, 

решение этого уравнения может быть найдено независимо от значения скорости U . Компо-

нента U
 
определяется из первого уравнения системы (21). При этом вид решения уравнения 

(28) зависит от значения пространственного ускорения 1u . 

1.1. Если 1 0u  , то однородные компоненты U  и V  скоростей xV  и yV  соответ-

ственно и фоновое давление 0P  описываются полиномиальными формулами: 

3 22 2
2 1

6 2

p
V z z C z C


   

 
; 

         2 2 1 1 1 2 1 12 1 2 2 2 15 4 3 2

4 32 2120 24 6 2

C u f C u f pu f p u f
z z z z C z CU

     
    

   
 ; 

      2 2 2 1 1 3 22 2 2 1 2 2 2 1 4

20

6 5

2720 120 24

f C u f ff u f f p
zP

u f
z z

     
 

  
   

  
 42 1 2 1 1 3 2 3 2

3 2 1 3
2 2 3

5
6 2

C ff C u f p f p
z z C f C f z C

C f  
 


 


 , 

здесь 1 2 3 4 5, , , ,C C C C C  – постоянные интегрирования. 

1.2. Если 1 0u  , то гидродинамические поля описываются тригонометрическими и 

квазиполиномиальными выражениями: 

1.3.  

   2 2
1 2

1

sin cos
z p

V С kz С kz
u

 
   ; 

     
 

 
 2 2 2 1 1 1 2 1 2 2 1

2 2

2 1

1 1

1 1

1

1

1

sin cos
2 2

p u f p C u f C u f
z

u u u

u f u u
U kz z

u
k

     
      

   3 3exp expkzC C kz  ; 
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     3 2 1 2 2 1 2 1 1 3 2 1 2 2 1 2 1 12

52

1 1

0 22

f u f u f u f p u f u f p p u
z zP C

u u

  


     
     

  
 

  
 

2 3 1 2 2 1 31 1 2 2 1

1 1

2 2
sin cos

2 2

C f u f u C f u f u f
kz kz

ku k

f

u

  
 


  

   3 2 4 2exp exp
C f C f

kz kz
k k

   . 

Здесь введено обозначение для параметра 1u
k 


. 

1.4. Если 1 0u  , то получим следующий вид фоновых скоростей и фонового давле-

ния [54]: 

   2 2
1 2

1

sinh cosh
z p

V С kz С kz
u

 
   ; 

     
 

 
 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2

2

1 1 1

2 1

2

1

sinh cosh
2 2

u f u u f p p u С u f С u f
z kz kz

u u u u
U

      
  


  

   3 3sin cosC kz C kz ; 

     3 2 1 2 2 1 2 1 1 3 2 1 2 2 1 2 1 12

52

1 1

0 22

f u f u f u f p u f u f p u p
z z C

u
P

u

 


      
     

  
 

  
 

2 3 1 2 2 1 3 11 2

1

12

1

2 2
sinh cosh

2 2

С f u f fu С ff u f u
kz kz

ku ku




  
 , 

где 
 1u

k





. 

2. Пусть теперь 1 1 0v f  . В этом случае из первого уравнения системы (21) можем 

выразить скорость :U  

1 2

1 1

V u V P
U

v f

  



. (29) 

В результате подстановки выражения (29) во второе уравнение подсистемы (21) полу-

чим следующее линейное дифференциальное уравнение четвертого порядка с постоянными 

коэффициентами для определения скорости V : 

 1 1 1 1 2(4)

2

P v f u P
V S V

 
  


, (30) 

где 
  2

1 2 1 1 1

2

u u f v f
S

  
 


. Величина коэффициента S  влияет на структуру решения не-

однородного уравнения (30).  
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2.1. Если 0S  , то получим представление компонент поля скорости и поля давле-

ния:  

   1 1 1 1 2 1 1 1 1 25 4 3 2

4 3 2 12 2120 24

v f u p v f u p
V z z C z C z C z C

     
     

 
; 

  
 

  
 

 

 
1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 4 1 1 1 1 2 15 4 3

2 2

1 1 1 1 1 1

6

120 24 6

u f v u u p f v p u C u f v u
z z z

f v f v f
U

v

        
  








   
 

 

 

 3 1 1 1 1 2 1 4 2 1 3 2 1 1

1 1 1 1 1 1

22 6 2
^ 2

2

C u p f v p u C C u C p C u
z z

f v f v f v

        
 

  






 ; 

  

 

  

 
1 3 2 1 3 1 1 1 1 1 1 2 1 3 2 1 3 1 1 1 2 1 1 16 5

2 2

1

0

1 1 1720 120

f f f u f v f v u f f f u f v f p p u p v
z z

f v
P

f v

          
  

   
  

   

 
4 1 3 2 1 3 1 2 1 1 1 1 1 2 4

1 1

6

24

C f f f u f v f f v u
z

f v

         
 

 
 

   

 
3 1 3 2 1 3 1 2 1 1 2 1 1 1 3

1 1

2

6

C f f f u f v f f p p u p v
z

f v

      
 

 
 

 

 

 4 2 2 1 3 2 1 3 1 2 2 3 2 2 2 1 1 3 2 1 3 12

5

1 1 1 1

6 2

2

C f C f f f u f v f C f f p C f f f u f v
z z C

f v f v

            
  

 
, 

Здесь 1 2 3 4 5; ; ; ;C C C C C  – постоянные интегрирования). 

 

2.2.  Если 0S  , то имеем другое точное решение для описания скоростей и давле-

ния [54]: 

               1 2 3 4cosh cos cosh sin sinh cos sinh sinV C kz kz C kz kz C kz kz C kz kz      

   1 1 1 1 2 1 1 1 1 2

2 2

v f u p v f u p
z

S S

     
 

 
; 

 
   

 
   

2 2

4 1 1 3 2 1

1 1 1 1

2 2
cosh cos cosh sin

k C C u k C C u
kz kz kz kz

f v f v
U

    


 
   

 
   

 
   

2 2

2 3 1 1 4 1

1 1 1 1

2 2
sinh cos sinh sin

k C C u k C C u
kz kz kz kz

f v f v

    


  


 

   

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 1 1 1 2 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

f u u v S u S p f p u p u p u v
z

S f v S f v

            





  
; 

         
 

   
2 2

3 2 1 3 1 1 2 2 1 3 1 1

1

0

1

2 2
cosh cos

2

C f k u f f v C f k u f f v
kz kz

k f v
P
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2.3.  Если 0S  , то в заключительном случае получим следующие формулы для вы-

числения компонент скоростей и давления [54]: 
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 . 

Таким образом, если существует вещественный корень c  уравнения (25), то пере-

определенная система (19) имеет совместное решение (26). На основании решения (26), со-

гласно формулам (27), определяется вид градиентов давления 1P  и 2P . С помощью этих вы-

ражений и решения для пространственных ускорений (26) находятся однородные скорости 

U  иV  и фоновое давление 0P , которые в зависимости от значений параметров задачи опре-

деляются формулами, приведенными в рамках случаев 1.1–2.3. Набор указанных функций 

есть совместное точное (аналитическое) решение переопределенной нелинейной системы 

дифференциальных уравнений (18)–(22). 

Заметим, что для сдвиговых течений третий параметр Кориолиса 3f  играет роль 

только при определении структуры фонового давления 0P . Если положить 3 0f  , придем к 

случаю двух параметров Кориолиса, подробно исследованному в [26]. Случай одного пара-

метра Кориолиса [25] получается, если дополнительно приравнять нулю и величину 2f .  

Таким образом, построенное в данной статье решение обобщает ранее полученные результа-

ты. 

4. Заключение 

В статье получено условие совместности редуцированной системы, описывающей не-

однородное сдвиговое течение вращающейся вязкой изотермической жидкости в случае, ко-

гда сила инерции в уравнениях Навье–Стокса характеризуется тремя параметрами Кориоли-

са. Показано, что пространственные ускорения поля скорости при этом являются постоян-

ными функциями. Также построено точное решение для поля давления и однородных ком-

понент поля скорости. Приведенное решение является обобщением исследований по анализу 

переопределенных систем, описывающих изотермическое вращение жидкости в случаях од-

ного и двух ненулевых параметров Кориолиса.   
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