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A study is presented of the steady flow of an incompressible dilatant fluid obeying a power-law 

model with a flow behavior index of two, in a plane channel. The flow is induced by a combination 

of the constant motion of the upper wall and a constant axial pressure gradient along the channel.  

A complete analytical solution to this nonlinear boundary value problem is derived for this nonlinear 

boundary value problem at all the values of the governing dimensionless parameter, which 

represents the ratio of the driving forces. It is shown that beyond a critical value of this parameter, 

the flow regime changes from monotonic to one featuring a region of backflow adjacent to the  

stationary wall. Closed-form expressions for the velocity and shear stress profiles are given for both 

regimes. The asymptotic analysis reveals that the flow reversal point approaches the channel centerline at 

large values of the governing parameter. The results contribute to the understanding of dilatant flow 

phenomena and provide a valuable benchmark for validating numerical methods. 

Keywords: exact solution, Ostwald–de-Waele model, dilatant fluid, Couette–Poiseuille flow, flow 

reversal, non-Newtonian fluid 
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Исследуется стационарное течение несжимаемой дилатантной жидкости, описывае-

мой степенным законом с индексом течения, равным двум, в плоском канале. Течение воз-

буждается как движением верхней стенки с постоянной скоростью, так и постоянным гради-

ентом давления вдоль канала. Для данной нелинейной краевой задачи получено полное ана-

литическое решение при всех значениях определяющего безразмерного параметра, который 

характеризует соотношение между движущими силами. Установлено, что при превышении 

критического значения этого параметра происходит смена режима течения: монотонное те-

чение переходит в режим с образованием зоны обратного потока вблизи неподвижной стен-

ки. Приведены замкнутые выражения для профилей скорости и касательного напряжения  

в каждом из режимов. Проведен асимптотический анализ, показавший, что при больших зна-

чениях параметра точка возвратного течения стремится к середине канала. Результаты важ-

ны для понимания физики течений дилатантных сред и могут служить базовым случаем для 

верификации численных методов. 

Ключевые слова: точное решение, модель Оствальда – Вейля, дилатантная жидкость, тече-

ние Куэтта – Пуазейля, обратное течение, неньютоновская жидкость 

1. Введение 

Изучение течений неньютоновских жидкостей – одна из ключевых задач современной 

реологии и механики сплошных сред [1–3]. Поведение таких жидкостей, не подчиняющееся 

классическому закону вязкости Ньютона, широко распространено в природе и технологиче-

ских процессах [4, 5]. К ним относятся переработка полимеров и композиционных материа-

лов, транспортировка нефтяных суспензий, движение биологических жидкостей, а также 

различные процессы в пищевой, химической и горнодобывающей промышленности [6, 7]. 

Для адекватного описания течения неньютоновских жидкостей требуется использование бо-

лее сложных реологических моделей, связывающих тензор напряжений и тензор скоростей 

деформации. 
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Одной из фундаментальных и широко используемых реологических моделей является 

степенной закон, также известный как модель Оствальда – Вейля [8, 9]. Эта модель устанав-

ливает степенную зависимость между скалярными инвариантами девиаторов напряжений  

и скоростей деформации [10]. В случае простого сдвига она сводится к соотношению, в ко-

тором касательное напряжение пропорционально скорости сдвига, возведенной в степень, 

равную индексу течения [11]. Жидкости с индексом течения меньше единицы называют 

псевдопластичными, а с индексом больше единицы – дилатантными [12, 13]. Дилатантное 

поведение, при котором эффективная вязкость растет с увеличением скорости деформации, 

характерно для концентрированных суспензий, некоторых паст, гелей и зернистых материа-

лов [14, 15]. 

С точки зрения фундаментальной гидродинамики классической является задача о те-

чении между двумя параллельными бесконечными пластинами – плоским каналом [16]. Если 

течение вызывается только движением одной из стенок, оно называется течением Куэтта, а 

если только перепадом давления вдоль канала – течением Пуазейля [17]. Для ньютоновской 

жидкости решения этих задач тривиальны и линейно суперпозируются в случае одновремен-

ного действия обоих факторов [18]. Однако для жидкости степенного закона уравнение дви-

жения становится нелинейным, и даже для такой простой геометрии получение общего ана-

литического решения представляет сложность [19]. Точное решение известно для чистого 

течения Пуазейля при любом индексе течения и для чистого течения Куэтта [20]. Однако 

комбинированное течение Куэтта – Пуазейля, которое часто встречается в реальных техни-

ческих устройствах, изучено в значительно меньшей степени, особенно для дилатантных 

жидкостей [21, 22]. 

В литературе встречаются указания на то, что для дилатантных жидкостей при неко-

торых соотношениях между скоростью стенки и градиентом давления может не существо-

вать стационарного решения с монотонным профилем скорости, удовлетворяющего услови-

ям прилипания на обеих стенках [23]. Однако альтернативная возможность – существование 

решения с немонотонным профилем, содержащим зону обратного течения, – часто остается 

без внимания [24]. Для псевдопластичных жидкостей в канале с движущимися стенками воз-

можность сложных профилей скорости с точками перегиба или экстремумов изучалась [25], в то 

время как для дилатантного случая такой анализ является нетривиальным и менее освещен-

ным [26]. 

Целью настоящей работы является получение полного аналитического решения зада-

чи о стационарном комбинированном течении жидкости степенного закона с индексом, рав-

ным двум, в плоском канале с движущейся верхней стенкой и постоянным градиентом дав-

ления [27]. Выбор именно этого значения индекса обусловлен тем, что, с одной стороны, оно 

является характерным для многих реальных дилатантных систем, а с другой – позволяет 

провести анализ до конца в замкнутой форме, выявив качественные особенности течения. 

Особое внимание уделяется плавному переходу между режимами, анализу распределения 

напряжений и асимптотическому поведению в предельных случаях [28, 29]. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим стационарное, полностью развившееся течение несжимаемой жидкости 

между двумя бесконечными параллельными пластинами, находящимися на расстоянии h 

друг от друга [30, 31]. Декартову систему координат направим так, что ось x совпадает с 

направлением течения, ось y перпендикулярна стенкам, причем y = 0 соответствует непо-

движной нижней пластине, а y = h – верхней, движущейся с постоянной скоростью U0 > 0 

[32, 33]. Дополнительно предполагается наличие постоянного градиента давления G = −dp/dx 

≥ 0, способствующего течению в положительном направлении оси x. Поле скорости полагаем 

однонаправленным: v = (u(y), 0, 0). 
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Реологическое поведение жидкости описывается степенным законом (модель 

Оствальда – Вейля) с индексом течения n = 2 [8, 34]: 

 τ𝑥𝑦 = 𝐾 ∣
𝑑𝑢

𝑑𝑦
∣
𝑑𝑢

𝑑𝑦
, (1) 

где K > 0 – коэффициент консистенции. Для n = 2 эффективная вязкость μeff = 

K │du/dy│ возрастает с ростом скорости сдвига, что соответствует дилатантности [14]. 

В приближении пленки (малые числа Рейнольдса) уравнение баланса количества 

движения имеет вид [30, 35] 

 
𝑑τ𝑥𝑦

𝑑𝑦
= 𝐺. (2) 

Граничные условия выражают прилипание жидкости к стенкам: 

 𝑢(0) = 0, 𝑢(ℎ) = 𝑈0. (3) 

3. Аналитическое решение 

Интегрируя выражение (2), получаем линейное распределение касательного напряже-

ния по высоте канала [36, 37]: 

 τ𝑥𝑦(𝑦) = 𝐺𝑦 + 𝐶, (4) 

где постоянная интегрирования C = τxy(0) есть напряжение на нижней стенке. 

Подстановка выражения (4) в реологический закон (1) дает дифференциальное урав-

нение для поля скорости: 

 
𝑑𝑢

𝑑𝑦
= sign⁡(𝐺𝑦 + 𝐶) √

∣𝐺𝑦+𝐶∣

𝐾
. (5) 

Анализ знака выражения Gy + C позволяет выделить три случая: 

1. C ≥ 0, тогда Gy + C ≥ 0 при всех y ∈ [0, h], и производная скорости неотрицательна. 

Профиль скорости монотонно возрастает от 0 до U0. 

2. C ≤ −Gh, тогда Gy + C ≤ 0 на всем интервале, и производная неположительна. Это 

привело бы к монотонному убыванию скорости от u(0) = 0 до u(h) ≤ 0, что противоречит 

условию u(h) = U0 > 0. Следовательно, этот случай физически не реализуем. 

3.  −Gh < C < 0. Существует точка y0 = −C/G ∈ (0, h), в которой напряжение обращает-

ся в ноль. При y < y0 производная скорости отрицательна, при y > y0 – положительна. Значит, 

в точке y0 скорость имеет минимум, а профиль является немонотонным: вблизи нижней 

стенки возникает обратное течение [23, 24]. 

Таким образом, физически допустимыми являются только случаи 1 и 3. Их объединя-

ет то, что величина p = C + Gh = τxy(h) (напряжение на верхней стенке) всегда положительна, 

поскольку движение верхней стенки в положительном направлении требует приложения по-

ложительного касательного усилия. 

Проанализируем гидродинамическое поле, профиль которого, в зависимости от 

управляющих параметров, может иметь монотонный или немонотонный вид. 

Рассмотрим монотонный режим. При C ≥ 0 из уравнения (5) следует du/dy = 

√(𝐺𝑦 + 𝐶)/𝐾. Интегрируя с учетом u(0) = 0, находим: 
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 𝑢(𝑦) =
2

3𝐺√𝐾
[(𝐺𝑦 + 𝐶)

3

2 − 𝐶3/2]. (6) 

Константа C определяется из условия на верхней стенке u(h) = U0, что дает уравнение 

 (𝐺ℎ + 𝐶)3/2 − 𝐶3/2 =
3

2
𝐺√𝐾𝑈0. (7) 

Исследуем немонотонный режим (−Gh < C < 0). Введем положительную величину 

D = −C > 0. Точка минимума скорости y0 = D/G. Интегрируя уравнение (5) на двух участках, 

получаем кусочно-заданное решение [29]: 

 𝑢(𝑦) = {
−

2

3𝐺√𝐾
[𝐷3/2 − (𝐷 − 𝐺𝑦)3/2], 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0,

2

3𝐺√𝐾
[(𝐺𝑦 − 𝐷)3/2 − 𝐷3/2], 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ.

 (8) 

Условие u(h) = U0 приводит к следующему уравнению для D: 

 (𝐺ℎ − 𝐷)3/2 − 𝐷3/2 =
3

2
𝐺√𝐾𝑈0. (9) 

Для компактности и выявления определяющих безразмерных параметров введем сле-

дующие переменные: 

η =
𝑦

ℎ
, 𝑢̃(η) =

𝑢

𝑈0
, Π =

𝐺ℎ3

𝐾𝑈0
2 , 𝐶

∗ =
𝐶ℎ

𝐾𝑈0
2. 

Параметр Π характеризует соотношение между движущей силой от градиента давле-

ния и силой, связанной с движением стенки. 

Представим монотонный режим. В безразмерных переменных уравнение (7) и про-

филь (6) принимают вид 

 (Π + 𝐶∗)3/2 − (𝐶∗)3/2= 
3

2
Π, (10) 

 𝑢̃(η) =
2

3Π
[(Πη + 𝐶∗)3/2 − (𝐶∗)3/2]. (11) 

Функция в левой части (10) при фиксированном Π монотонно убывает по C*. Решение 

с C* ≥ 0 существует, если минимальное значение левой части (при C* = 0) не превосходит 

значение всей правой части: 

 Π3/2 ≤
3

2
Π⟹ Π ≤ Π𝑐 = (

3

2
)
2

=
9

4
= 2,25. (12) 

Таким образом, монотонный режим возможен только при Π ≤ Πc. При Π = Πc имеем 

C* = 0, и профиль скорости становится особенно простым: ũ(η) = η
3/2

. 

Рассмотрим немонотонный режим. Положим D* = −C* = Dh/(K𝑈0
2) > 0. Тогда уравне-

ние (9) и решение (8) преобразуются к виду [38]: 

 (Π − 𝐷∗)3/2 − (𝐷∗)3/2 =
3

2
Π, (13) 
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 𝑢̃(η) = {
−

2

3Π
[(𝐷∗)3/2 − (𝐷∗ − Πη)3/2], 0 ≤ η ≤ η0 =

𝐷∗

Π
,

2

3Π
[(Πη − 𝐷∗)3/2 − (𝐷∗)3/2], η0 ≤ η ≤ 1.

 (14) 

Уравнение (13) имеет единственное решение D* ∈ (0, Π) для любого Π > Πc. При 

Π → Π𝑐
+ величина D* → 0, обеспечивая непрерывную сшивку с критическим профилем мо-

нотонного режима. 

Изучим закономерность распределения касательного напряжения. В безразмерной 

форме распределение напряжения (4) линейно [32, 39]: 

 τ̃(η) =
τ𝑥𝑦

𝐾(𝑈0/ℎ)2
= Πη + 𝐶∗. (15) 

В монотонном режиме (C* ≥ 0) напряжение положительно во всем канале. В немоно-

тонном режиме (C* = −D* < 0) напряжение отрицательно при η < η0, равно нулю при η = η0 и 

положительно при η > η0. 

Полученное общее решение содержит в себе два классических предела, которые слу-

жат важной проверкой его корректности. 

Рассмотрим частный случай: редукцию классического течения Куэтта (G = 0, Π = 0). 

При отсутствии градиента давления (G = 0) уравнение движения (2) дает dτxy/dy = 0, 

откуда напряжение постоянно: τxy(y) = C. Реологическое соотношение (1) принимает вид C = 

K(du/dy)
2
 (поскольку при движении верхней стенки в положительном направлении du/dy ≥ 0). 

Следовательно, градиент скорости постоянен: 

𝑑𝑢

𝑑𝑦
= √

𝐶

𝐾
. 

Интегрируя с условием u(0) = 0, получаем линейный профиль u(y) = √𝐶/𝐾 y. Из усло-

вия u(h) = U0 находим константу: √𝐶/𝐾 = U0/h, то есть C = K(U0/h)
2
. Таким образом, профиль 

скорости для чистого течения Куэтта имеет вид 

𝑢(𝑦) = 𝑈0 
𝑦

ℎ
. 

Этот результат также следует из общего решения (6) при G → 0. 

Случай неподвижных стенок (U0 = 0) требует отдельного анализа. Возвращаясь к ис-

ходным размерным уравнениям (4) и (1) с граничными условиями u(0) = u(h) = 0, из симмет-

рии задачи заключаем, что напряжение обращается в ноль на оси канала (y = h/2). Из уравне-

ния (4) следует: τxy(h/2) = G(h/2) + C = 0, откуда C = −Gh/2. Тогда τxy(y) = G(y – h/2). Для n = 2 

реологический закон дает 

𝑑𝑢

𝑑𝑦
= sign⁡(𝑦 − ℎ/2)√

𝐺

𝐾
∣ 𝑦 − ℎ/2 ∣. 

Интегрируя и учитывая условие u(h/2) = umax, находим 

𝑢(𝑦) = 𝑢max −
2

3
√
𝐺

𝐾
∣ 𝑦 − ℎ/2 ∣3/2. 
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Из условия u(0) = 0 определяем максимальную скорость: umax = 
2

3
√𝐺/𝐾(h/2)

3/2
. Окон-

чательно: 

𝑢(𝑦) =
2

3
√
𝐺

𝐾
[(
ℎ

2
)
3/2

− ∣ 𝑦−ℎ/2 ∣3/2]. 

Данное выражение может быть получено из общего решения (8) предельным перехо-

дом U0 → 0. 

4. Результаты и обсуждение 

На рис. 1 представлены безразмерные профили скорости ũ(η) для различных значений 

параметра Π. График разделен на две части: слева – монотонный режим (Π ≤ 2,25), справа – 

немонотонный режим (Π > 2,25). При Π ≤ 2,25 все профили монотонны и выпуклы вниз;  

с ростом Π кривизна увеличивается. При Π > 2,25 профили становятся немонотонными: 

вблизи нижней стенки (η = 0) возникает зона обратного течения, где скорость отрицательна. 

С ростом Π глубина этой зоны увеличивается, а положение минимума скорости η0 смещается 

вверх. На обоих подграфиках четко виден переход через критическое значение Πс = 2,25. 

 

 

Рис. 1. Профили безразмерной скорости ũ(η) в монотонном (слева) и немонотонном (справа) 

режимах для различных значений параметра Π 

На рис. 2 показаны распределения безразмерного касательного напряжения τ̃(η) для 

выбранных значений Π. Напряжение линейно зависит от координаты согласно формуле (15). 

В монотонном режиме (Π = 1,0; 2,25) напряжение положительно во всем канале. В немоно-

тонном режиме (Π = 3,0; 5,0; 9,0) напряжение отрицательно в области обратного течения  

(η < η0) и положительно в области прямого течения (η > η0), обращаясь в ноль в точке мини-

мума скорости η = η0. Это наглядно демонстрирует изменение направления силы, действую-

щей на жидкость, при переходе от монотонного режима к немонотонному. 
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Рис. 2. Распределения безразмерного касательного напряжения τ̃(η) для различных  

значений параметра Π 

На рис. 3 приведены зависимости ключевых параметров течения от Π: безразмерной 

постоянной D*, координаты минимума скорости η0 и модуля минимальной скорости │ũmin│. 

При Π ≤ Πc D* = 0. При Π > Πc величина D* растет, приближаясь к асимптоте D* ~ Π/2. Ко-

ордината η0 с ростом Π стремится к 0,5, а модуль минимальной скорости│ũmin│растет как 

√Π. Асимптотические зависимости показаны пунктирными линиями и хорошо согласуются с 

точным решением при больших Π. 

 

 

Рис. 3. Зависимости параметров D*, η0 и │ũmin│ от Π: точное решение (точки); критическое 

значение Πc = 2,25 (вертикальная штриховая линия); асимптотические зависимости  

(пунктирные линии) 

В таблице приведены рассчитанные значения ключевых параметров для различных 

значений параметра Π. Видно, как с ростом Π в монотонном режиме напряжение на нижней 

стенке 𝜏̃(0) = C* падает до нуля при Πc, а затем становится отрицательным. Одновременно 

возникает и расширяется зона обратного течения (координата η0 растет, а минимальная ско-

рость ũmin становится отрицательной и увеличивается по модулю). 
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Таблица 

Безразмерные параметры течения 

Π C* D* η0 ũmin Режим 

0,5 0,697 – – 0,000 монотонный 

1,0 0,423 – – 0,000 монотонный 

1,5 0,299 – – 0,000 монотонный 

2,0 0,093 – – 0,000 монотонный 

2,25 0,000 0,000 0,000 0,000 критический 

3,0 −0,230 0,230 0,077 −0,025 немонотонный 

4,0 −0,550 0,550 0,138 −0,068 немонотонный 

5,0 −0,888 0,888 0,178 −0,112 немонотонный 

6,0 −1,241 1,241 0,207 −0,154 немонотонный 

7,0 −1,605 1,605 0,229 −0,194 немонотонный 

8,0 −1,977 1,977 0,247 −0,232 немонотонный 

9.0 −2,358 2,358 0,262 −0,268 немонотонный 

Для исследования предельного поведения при Π ≫ 1 удобно переписать уравнение (13) в 

терминах β = D*/Π: 

 (1 − β)3/2 − β3/2 =
3

2
Π−1/2. (16) 

При Π → ∞ правая часть стремится к нулю, откуда следует β → 1/2. Разлагая левую 

часть в ряд Тейлора вблизи β = 1/2, находим поправку: 

 β =
1

2
−

√2

2
Π−1/2 +𝑂(Π−1). (17) 

Отсюда получаем асимптотические выражения 

𝐷∗ =
Π

2
−

√2

2
√Π + 𝑂(1), 

 η0 =
1

2
−

√2

2
Π−1/2 + 𝑂(Π−1), (18) 

𝑢̃min = −
1

3√2
√Π +

1

2
−

1

4√2
Π−1/2 + 𝑂(Π−1). 
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Таким образом, при очень больших градиентах давления точка возвратного течения 

располагается примерно посередине канала (η0 → 1/2), а скорость обратного потока неогра-

ниченно растет как √Π. 

При малых Π (доминирование движения стенки) жидкость увлекается верхней пласти-

ной, и течение направлено везде вдоль ее движения. Касательное напряжение положительно 

по всему сечению, градиент давления лишь слегка искажает линейный профиль Куэтта. 

При достижении Πc напряжение на нижней стенке становится нулевым. При даль-

нейшем увеличении Π градиент давления, стремящийся вызвать течение Пуазейля с макси-

мальной скоростью в центре, начинает преобладать вблизи дна. Это приводит к тому, что 

результирующая сила на нижних слоях жидкости меняет направление, и возникает обратное 

течение. В точке y0, где напряжение равно нулю, скорость минимальна. Выше этой точки 

доминирующим становится влияние движущейся стенки, и скорость снова становится поло-

жительной. 

Важно отметить, что решение непрерывно и гладко зависит от параметра Π. Измене-

ние при Πc не связано с потерей существования решения, а связано лишь с изменением его 

качественной структуры – появлением экстремума в профиле скорости. 

5. Заключение 

В работе получено и исследовано точное аналитическое решение задачи о стационар-

ном комбинированном течении (Куэтта – Пуазейля) для дилатантной жидкости степенного 

закона с индексом течения, равным двум. Показано, что решение существует для всех значе-

ний безразмерного параметра Π, характеризующего отношение движущих сил градиента 

давления и движущейся стенки. 

Установлено критическое значение Πс = 9/4 = 2,25. При Π ≤ Πс реализуется режим  

с монотонным профилем скорости, описываемым формулой (11). При Π > Πс течение стано-

вится немонотонным: вблизи неподвижной стенки возникает зона обратного течения, а про-

филь скорости определяется кусочно-аналитическими выражениями (14). 

Получены простые выражения для распределения касательного напряжения (15), ко-

торое меняет знак в точке возвратного течения в немонотонном режиме. Проанализированы 

предельные случаи чистого течения Куэтта (линейный профиль) и Пуазейля (степенной про-

филь ~│y – h/2│
3/2

), которые корректно следуют из общего решения и подтверждают его 

полноту. 

Проведенный асимптотический анализ для Π ≫ 1 показал, что координата точки ми-

нимальной скорости стремится к середине канала, а модуль этой скорости растет пропорци-

онально √Π. 

Полученное решение не только отвечает на вопрос о существовании стационарных 

течений дилатантной жидкости в канале при произвольных соотношениях движущих сил, но 

и демонстрирует механизм плавного качественного перехода между режимами. Эти резуль-

таты важны для фундаментального понимания реологии дилатантных сред и могут быть ис-

пользованы в качестве контрольного примера для проверки вычислительных алгоритмов, 

моделирующих течения неньютоновских жидкостей. 
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