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The flow of viscous incompressible fluids in engineering devices, in technological and natu-

ral processes is characterized by the stratification of hydrodynamic fields. Conventionally, the strat-

ification of the velocity field and the pressure field is studied for isothermal flows. If fluid motion 

occurs in a thermal field, temperature is an important characteristic of an incompressible fluid. 

Convective fluid flow has a very complex topological structure of hydrodynamic fields due to the 

temperature dependence of density. As is known, in the description of convection in the Boussinesq 

approximation, the dependence of density on the spatial coordinate and time is ignored in the conti-

nuity equation, which is then transformed into the incompressibility equation. Field and experi-

mental observations of fluid flow allow us to identify flow regions with discrete density distribution 

along one of the coordinates. Such fluids are referred to as stratified fluids in the scientific litera-

ture. Their mathematical description is significantly complicated since it is necessary to solve the 

Oberbeck–Boussinesq equations for each layer and join the analytical or numerical solutions be-

tween the layers and the boundaries. For applied studies of convective flows, the Stokes approxima-

tion for the total derivative of a vector or scalar function is often introduced. The paper considers 

the construction of exact Lin–Sidorov–Aristov solutions for describing slow (creeping) flows of a 

non-uniformly heated stratified fluid. In this case, hydrodynamic fields are described by special 

polynomials with functional arbitrariness. It is shown how the calculations of unknown coefficients 

can be automated to form hydrodynamic fields (velocities and temperatures). For steady-state 

Stokes-type flows, an exact solution of the Oberbeck–Boussinesq system is written out explicitly 

(by means of formulas). 

Keywords: exact solution, Navier–Stokes equation, Oberbeck–Boussinesq equation, Stokes ap-

proximation, convection, multilayer fluid, Lin–Sidorov–Aristov class 
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Течение вязких несжимаемых жидкостей в технологических и природных процессах, 

технических устройствах характеризуется стратификацией гидродинамических полей. Тра-

диционно исследуют стратификацию поля скорости и поля давления для изотермических по-

токов. Если движение жидкости происходит в тепловом поле, то важной характеристикой 

несжимаемой жидкости является температура. Конвективное течение жидкости имеет очень 

сложную топологическую структуру гидродинамических полей из-за зависимости плотности 

от температуры. Как известно, при описании конвекции в приближении Буссинеска зависи-

мость плотности от пространственных координат и от времени игнорируется в уравнении 

непрерывности, и оно трансформируется в уравнение несжимаемости. Натурные и экспери-

ментальные наблюдения за течением жидкостей позволяют выделить области потока с дис-

кретным распределением плотности по одной из координат. Такие жидкости в научной лите-

ратуре называют многослойными жидкостями. Их математическое описание существенно 

усложняется, поскольку для каждого слоя необходимо решать систему уравнений Обербека 

– Буссинеска и «сшивать» аналитические или численные решения между слоями и граница-

ми. Для прикладных исследований конвективных потоков часто вводится аппроксимация 

Стокса для полной производной векторной или скалярной функции. В статье рассмотрено 

построение точных решений Линя – Сидорова – Аристова для описания медленных (ползу-

щих) течений неоднородно нагретой многослойной жидкости. В этом случае гидродинами-

ческие поля описываются специальными полиномами с функциональным произволом. Пока-

зано, как можно автоматизировать вычисления неизвестных коэффициентов для формирова-

ния гидродинамических полей (скоростей и температуры). Для установившихся течений ти-

па Стокса точное решение системы Обербека – Буссинеска выписано в явном виде (посред-

ством формул). 

Ключевые слова: точное решение, уравнение Навье – Стокса, уравнение Обербека – Бус-

синеска, аппроксимация Стокса, конвекция, многослойная жидкость, класс Линя – Сидорова 

– Аристова  
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1. Введение 

Теоретическое исследование конвективных течений вязких несжимаемых жидкостей 

в неоднородном тепловом поле осуществляется посредством интегрирования уравнений На-

вье – Стокса, дополненных уравнением неразрывности (несжимаемости) и уравнением теп-

лопроводности (уравнением энергии) [1–6]. В уравнениях Навье – Стокса и в уравнении не-

прерывности используется аппроксимация Буссинеска – линейная зависимость плотности 

жидкости от температуры [1–5].  

Приближение Буссинеска для плотности жидкости позволило вывести систему Обер-

бека – Буссинеска для описания конвективных потоков [1–5]. Известно, что система Обербе-

ка – Буссинеска является приближенной:  

1) изменение плотности жидкости учитывается только в объемной силе Архимеда, а в 

силах инерции оно игнорируется [1–5];  

2) в уравнении непрерывности линейное распределение плотности в зависимости от 

температуры заменяют на постоянную среднюю плотность, которую имеет жидкость до 

нагрева или охлаждения, поэтому оно трансформируется в уравнение несжимаемости [1–5]. 

Иными словами, осуществляется пренебрежение слабыми эффектами сжимаемости жидко-

сти, обусловленными неоднородностями поля температуры, то есть жидкость предполагает-

ся несжимаемой [1–5]. 

Несмотря на некоторую непоследовательность вывода системы уравнений Обербека – 

Буссинеска, эти уравнения с удовлетворительной степенью точности описывают конвектив-

ные потоки. Данный вывод многократно подтверждался экспериментально многочисленны-

ми исследователями [2, 3]. 

Таким образом, важно разрабатывать новые точные, аналитические, приближенные и 

численные методы для интегрирования уравнений Обербека – Буссинеска. Основным теоре-

тическим подходом для исследования конвективных течений вязких несжимаемых жидко-

стей является построение классов точных решений.  

Первым точным решением для уравнений Обербека – Буссинеска является класс Ост-

роумова – Бириха и построенное на основе этого класса семейство Шлиомиса для описания 

однонаправленных потоков V = (Vx, 0, 0) [5–12]: 

 ,xV U z t ,  

   0 1, ,P P z t xP z t  ,  

   0 1, ,T T z t xT z t  . 

Семейство Остроумова – Бириха – Шлиомиса описывает поперечную структуру вер-

тикальной и горизонтальной конвекции. В статьях [13–15] была предложена модификация 

точного решения Остроумова – Бириха – Шлиомиса для сдвиговых движений V = (Vx, Vy, 0): 

 ,xV U z t ,  

 ,yV V z t , 

     0 1 2, , ,P P z t xP z t yP z t   ,  

     0 1 2, , ,T T z t xT z t yT z t   . 

Для интегрирования трехмерных конвективных течений V = (Vx, Vy, Vz) был предло-

жен класс точных решений Линя – Сидорова – Аристова [16–18]:  
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       1 2, , , , , ,xV x y z t U z t xu z t yu z t   ,  

       1 2, , , , , ,yV x y z t V z t xv z t yv z t   , 

 ,yV w z t , 

             
2 2

0 1 2 1 12 22, , , , , , , , ,
2 2

x y
P x y z t P z t xP z t yP z t P z t xyP z t P z t      ,  

             
2 2

0 1 2 1 12 22, , , , , , , , ,
2 2

x y
T x y z t T z t xT z t yT z t T z t xyT z t T z t      . 

Данный класс является автомодельным точным решением с пространственным уско-

рением [18–20]. Такое представление гидродинамических полей позволяет изучить попереч-

ную структуру трехмерных потоков, для которых невозможны или затруднительны прямые 

экспериментальные исследования [4–6, 11, 12, 19]. 

При помощи класса точных решений Линя – Сидорова – Аристова были получены 

классы точных решений для описания конвективных течений жидкостей с термодиффузией с 

учетом магнитного поля для сложных капельных сред [20]. Кроме того, на его основе были 

предложены точные решения для микрополярных жидкостей, для несжимаемых текучих 

сред с учетом диссипативной функции Рэлея и для уравнений геофизической гидродинамики 

[21–23]. 

В последнее время стали строить методы для исследования течений многослойных 

жидкостей [24, 25]. Актуальность и важность исследований многослойных жидкостей осно-

вывается на экспериментальных и натурных наблюдениях [1–5, 24, 25]. В океанологии ис-

пользуется модель многослойного океана. Она строится на дискретной аппроксимации плот-

ности жидкости по областям: слой жидкости заменяют несколькими подслоями, каждый из 

которых имеет разную плотность. Для каждого подслоя записывается система уравнений 

Обербека – Буссинеска, и после ее интегрирования осуществляется «сшивание» решений. 

Другим примером многослойных систем является двухслойная система «жидкость – газ», 

которая используется для охлаждающих устройств [4, 5, 24, 25]. В случае если характерная 

скорость течения газа много меньше скорости звука, можно сжимаемостью газа пренебречь 

и описывать его течение как течение капельной жидкости [4, 5, 24, 25]. 

В технических устройствах скорости конвективного потока, как правило, небольшие. 

Такие движения жидкости называются медленными (ползущими) течениями. Важную роль 

при изучении ползущих течений играет приближение Стокса [26–50], позволяющее линеари-

зовать нелинейную систему Обербека – Буссинеска. Построение точных решений для линей-

ной системы Обербека – Буссинеска для описания многослойных жидкостей имеет самосто-

ятельный интерес, поскольку полученные результаты можно использовать для проектирова-

ния технических устройств, в которых жидкости медленно движутся относительно друг дру-

га и границ агрегата [33–50].  

В данной статье рассматриваются точные решения системы Обербека – Буссинеска 

для течений Стокса многослойных жидкостей в полиномиальном классе точных решений 

Линя – Сидорова – Аристова, а для установившихся течений выписаны формулы гидродина-

мических полей в явном виде. 

2. Уравнения движения 

Система уравнений Обербека – Буссинеска для описания конвективных течений мно-

гослойных жидкостей в неоднородном поле температуры в векторной форме имеет следую-

щий вид [2, 3, 24, 25]: 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 2, 2025 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

13 

 

 

Goruleva L. S., Obabkov I. I., and Prosviryakov E. Yu. Exact solutions to the Oberbeck–Boussinesq equations for describing 

multilayer fluid flows in the Stokes approximation // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. –  

2025. – Iss. 2. – P. 6–27. – DOI: 10.17804/2410-9908.2025.2.006-027. 

 

 

   
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3g
k

k kk k k k k kd
P T

dt
     

V
V i , 

 
( )

( ) ( )
k

kk kdT
T

dt
   , 

  ( ) 0
k k  V .       (1) 

Дискретно стратифицированная по плотности жидкость состоит для определенности 

из n слоев, то есть индекс k принадлежит конечному подмножеству множества натуральных 

чисел:  

 1, 1,2,3, , 1,k n n n   . 

Для плотностей слоев справедлива здесь и далее следующая оценка в виде цепочки 

строгих неравенств: 

         1 2 3 1n n
          . 

При выполнении данных неравенств справедливо условие, что более тяжелая жид-

кость находится ниже менее плотной среды, то есть жидкость является устойчивой в гидро-

статическом состоянии. 

В уравнениях (1) использована стандартная аппроксимация Буссинеска для плотности 

с линейной зависимостью от температуры:  

 ( ) ( ) ( ) ( )

0 1k k k kT    , 

где ( )

0

k  – средняя плотность жидкости, β
(k)

 – коэффициент теплового расширения, T
(k)

 –  

отклонение температуры от равновесного значения.  

Кроме того, в уравнениях (1) введены обозначения для описания многослойной жид-

кости:    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,V
k k k k k k

x y zt x y z V V V  – вектор скорости слоя жидкости; P
(k)

 – отклонение 

давления от гидростатического, деленное на ( )

0

k ; ν
(k)

 – кинематическая вязкость; g
(k)

 – уско-

рение свободного падения; χ
(k)

 – коэффициент температуропроводности;  

 
1 2 3( ) ( ) ( )

k

k k kx y z

  
   

  
i i i  – оператор Гамильтона; i1, i2, i3 – орты декартовой прямо-

угольной системы координат; 
 

     

2 2 2

2 2 2
( ) ( ) ( )

k

k k kx y z

  
   

  
 – оператор Лапласа; 

 ( ) kkd

dt t


  


V  – полная производная (индивидуальная производная, материальная про-

изводная, производная в частице, производная вдоль траектории), состоящая из суммы ло-

кальной производной (местной производной) и конвективной производной. 

При изучении конвективных потоков многослойных жидкостей стратификация воз-

можна не только при учете дискретного распределения плотности по толщине слоя 

         1 2 3 1n n
          ,  



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 2, 2025 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

14 

 

 

Goruleva L. S., Obabkov I. I., and Prosviryakov E. Yu. Exact solutions to the Oberbeck–Boussinesq equations for describing 

multilayer fluid flows in the Stokes approximation // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. –  

2025. – Iss. 2. – P. 6–27. – DOI: 10.17804/2410-9908.2025.2.006-027. 

 

но и для кинематической (молекулярной) вязкости ν
(k)

 и динамической вязкости η
(k)

 =  ν
(k)

ρ
(k)

, 

а также для коэффициента теплового расширения β
(k)

. 

Отметим, что систему уравнений (1) можно рассматривать в альтернативном виде, ес-

ли вместо кинематической (молекулярной) вязкости ν
(k)

 использовать динамическую вяз-

кость η
(k)

 =  ν
(k)

ρ
(k)

: 

     
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3g
k

k k kk k k k k kd
p T

dt
      

V
V i , 

 
( )

( ) ( )
k

kk kdT
T

dt
   , 

  ( ) 0
k k  V . 

Здесь p
(k)

 – отклонение давления от гидростатического значения, при котором начинается 

конвекция.  

Рассмотрим далее приближение Стокса для системы (1) [33–50]. Полагаем в уравне-

ниях Обербека – Буссинеска (1) выполнение равенств для конвективных слагаемых относи-

тельно вектора скорости 

  ( ) ( ) 0
kk k V V  

и относительно скалярного поля температуры 

  ( ) ( ) 0
kk kT V

 

в выражении полной производной для ускорения представительного объема многослойной 

жидкости, записанного в эйлеровых координатах:  

 ( ) kkd

dt t


  


V . 

После использования данной аппроксимации для уравнений переноса импульса и 

уравнения переноса энергии получим следующие линейные уравнения движения Обербека – 

Буссинеска в приближении Стокса [24, 25, 33–50]: 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3g
k

kk k k k k kP T
t


     



V
V i , 

 
( )

( ) ( )
k

kk kT
T

t


  


, 

( ) 0V
k  .       (2) 

Приближение Стокса описывает с удовлетворительной степенью точности гидроди-

намические потоки с близкими к нулю значениями чисел Рейнольдса или Грасгофа [24–28, 

33–50]. 

Линейную систему уравнений в частных производных (2) приведем в координатной 

форме в декартовой прямоугольной системе координат, которая после проецирования на оси 

записывается следующим образом: 
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     

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )( )
( )

2 2 2( ) ( ) ( ) ( )

x x x x

k k k kk
k

k k k k

V V V VP

t x x y z

          
     
 

, 

     

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )( )
( )

2 2 2( ) ( ) ( ) ( )

k k k kk
y y y yk

k k k k

V V V VP

t y x y z

          
     
 

, 

     

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
g

k k k kk
k k k kz z z z

k k k k

V V V VP
T

t z x y z

 
           

     
 

, 

     

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )
( )

2 2 2
( ) ( ) ( )

k k k k
k

k k k

T T T T

t x y z

 
       

    
 

, 

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

kk k
yx z

k k k

VV V

x y z

 
  

  
.      (3) 

Точное решение линейной системы (3), состоящей из простейших параболических 

уравнений размерности (3 + 1), будем определять в известном классе точных решений Линя 

– Сидорова – Аристова [16–18, 20, 24, 25]: 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2, , ,k k k k k k k k k

xV U z t x u z t y u z t   , 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2, , ,k k k k k k k k k

yV V z t x v z t y v z t   , 

 ( ) ( ) ( ) ,k k k

zV w z t , 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1 2, , ,k k k k k k k k kP P z t P z t x P z t y     

 
 

   
 

2 2
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 12 22, , ,
2 2

k k

k k k k k k k k
x y

P z t P z t x y P z t   , 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1 2, , ,k k k k k k k k kT T z t T z t x T z t y     

 
 

   
 

2 2
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 12 22, , ,
2 2

k k

k k k k k k k k
x y

T z t T z t x y T z t   .  (4) 

Выражения (4) получены суперпозицией применения аддитивного и мультипликатив-

ного методов разделения переменных для определения гидродинамических полей скорости, 

давления и температуры [16–18, 20, 24, 25].  

Точное решение (4) описывает поле скоростей ( )k

xV , 
( )k

yV  и ( )k

zV  линейными формами 

относительно координат x
(k)

 и y
(k)

, а поля давления P
(k)

 и температуры T
(k)

 – квадратичными 

формами этих же координат x
(k)

 и y
(k)

. Коэффициенты линейных ( )k

xV , 
( )k

yV , ( )k

zV  и квадратич-

ных форм P
(k)

, T
(k)

 (4) зависят от третьей координаты z
(k)

 и времени t. Вид семейства точного 

решения обеспечивает широкий функциональный произвол [30, 31].  

Отметим, что точное решение (4) может быть обобщено до представления гидроди-

намических полей следующими формами [26, 27]: 
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Изучение свойств данного решения не является целью данной статьи, в которой ил-

люстрируется возможность дальнейшего обобщения результатов до представления гидроди-

намических полей ( )k

xV , 
( )k

yV , ( )k

zV , P
(k)

, T
(k)

 специальными многочленами произвольных сте-

пеней, согласующихся со структурой системы (3). 

Подставим формулы для гидродинамических полей (4) в систему уравнений (3) и по-

лучим следующую систему:  
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Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x
(k)

 и y
(k)

 в (5), получим следу-

ющую систему, состоящую из 19n нестационарных нелинейных уравнений в частных произ-

водных, для определения неизвестных 19n функций: 
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Система (6) состоит из 14n однородных и неоднородных простейших уравнений типа 

теплопроводности и 5n уравнений градиентного типа. 

3. Установившееся течение 

Система уравнений (6) при установившемся течении редуцируется к следующей си-

стеме обыкновенных дифференциальных уравнений: 
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Уравнения системы (7) выписаны в том порядке, в котором далее осуществляется 

аналитическое интегрирование.  

Решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений тридцать первого по-

рядка (7) начнем с определения коэффициентов квадратичной формы для поля температуры: 
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Таким образом, поле температуры для установившегося конвективного течения Сток-

са описывается следующим многочленом от трех переменных: 
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Перейдем к интегрированию уравнений для определения фоновых скоростей U
(k)

, V
(k)

, 

w
(k)

, горизонтальных градиентов скоростей ( )

1

ku , ( )

2

ku , ( )

1

kv , ( )

2

kv  (компонент пространственно-

го ускорения): 
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Очевидно, что при соответствующей нормировке постоянных интегрирования выра-

жения для компонент поля скоростей можно переписать следующим образом: 
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Линейные формы, описывающие горизонтальные скорости U
(k)

 и V
(k)

, в силу найден-

ных решений являются многочленами от трех переменных: 
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Выражение для фонового давления после интегрирования имеет вид: 
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Здесь 
 k

ic , где 1;31i  , 1;k n , – постоянные интегрирования точного решения системы 

уравнений (7). Отметим, что частные случаи краевых задач (двумерная, плоская конвекция) 
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были рассмотрены в статьях [33–50], где была показана возможность стратификации гидро-

динамических полей скорости, давления и температуры. 

4. Заключение 

В статье представлено семейство точных решений для неустановившихся и устано-

вившихся медленных (ползущих) конвективных течений многослойной вязкой несжимаемой 

жидкости. Аппроксимация конвективной производной выполнена по правилу Стокса. Она 

полагается тождественно равной нулю в уравнениях Навье – Стокса и в уравнении тепло-

проводности. В этом случае квадратично нелинейная система Обербека – Буссинеска реду-

цируется к линейной системе уравнений в частных производных. Показано, что для устано-

вившихся течений поле скорости, поле давления и поле температуры в классе Линя – Сидо-

рова – Аристова описываются многочленами от трех переменных. Эти многочлены иллю-

стрируют сложную стратификацию гидродинамических полей для широкого класса гранич-

ных условий. 
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