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In this paper, the stress-strain state of a ring specimen under tension on semicircular cylin-

drical mandrels is analyzed by three-dimensional finite-element modeling. The material of unirradi-

ated fuel cladding, namely cold-worked EK164-ID austenitic steel, is used as an example. The 

hardening curve of the material is determined by the iterative inverse method. The finite element 

model is validated by the variation of the geometrical parameters of the specimen gauge areas. The 

modeling results show that, before failure, the neck of the ring specimen experiences a triaxial 

stress state characterized by a pronounced non-uniform distribution of plastic strains and stresses 

along the neck cross-section. This limits the possibility of interpreting the stress-strain state in terms 

of plane-stress or plane-strain approximation. The analytical expressions proposed in the literature 

for interpreting the stress-strain state in the neck of a flat specimen with a rectangular cross-section 

under tension have limited applicability to similar areas of a ring specimen, and they may cause 

significant errors in the experimental determination of the hardening curve and the stress triaxiality 

factor. The effectiveness of applying 3D finite element modeling combined with the iteration pro-

cedure of plotting the hardening curve in order to analyze the stress-strain state in a ring specimen 

under tension on cylindrical semicircular mandrels is demonstrated. The critical values of equiva-

lent stress, equivalent plastic strain, and the stress triaxiality factor in the neck of a ring specimen 

before failure are determined for the cold-worked EK164-ID austenitic steel. 

Keywords: ring tensile test, neck, plasticity, fuel cladding, finite element method, stress triaxiality 

factor  
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В данной работе на примере материала необлученной оболочки твэла из холодноде-

формированной аустенитной стали ЭК164-ИД х.д. методом трехмерного конечно-

элементного моделирования (МКЭ-моделирования) проведен анализ напряженно-

деформированного состояния в шейке кольцевого образца при его растяжении на полукруг-

лых цилиндрических опорах. Кривая упрочнения материала построена с использованием 

итерационной процедуры, а валидация МКЭ-модели выполнена по изменениям геометриче-

ских параметров рабочих частей образца. По результатам МКЭ-моделирования показано, что 

к моменту разрушения в шейке кольцевого образца реализуется трехосное напряженное со-

стояние, характеризующееся ярко выраженной неравномерностью распределения пластиче-

ских деформаций и напряжений по сечению шейки, что ограничивает возможность интер-

претации напряженно-деформированного состояния в приближениях плоского напряженно-

го или плоского деформированного состояния. Предлагаемые в литературных источниках 

аналитические выражения для интерпретации напряженно-деформированного состояния  

в шейке плоского образца имеют ограниченную применимость к аналогичным областям 

кольцевого образца и могут привести к значительным искажениям при экспериментальном 

определении кривой упрочнения и параметра напряженного состояния. Продемонстрирована 

эффективность применения трехмерного МКЭ-моделирования в комплексе с итерационной 

процедурой построения кривой упрочнения с целью анализа напряженно-деформированного 

состояния в кольцевом образце при его растяжении на цилиндрических полукруглых опорах. 

Для исследованной стали ЭК164-ИД х.д. определены критические значения эквивалентного 

напряжения, эквивалентной пластической деформации и соответствующего показателя 

напряженного состояния, реализуемого в шейке кольцевого образца перед разрушением. 

Ключевые слова: растяжение кольцевых образцов, шейка, пластичность, оболочка твэла, 

метод конечных элементов, показатель напряженного состояния 

1. Введение 

Одной из наиболее информативных характеристик деформационного поведения кон-

струкционных материалов, наряду со стандартным набором механических характеристик, 

является кривая упрочнения материала – зависимость напряжения течения от пластической 

деформации. Для рассматриваемого напряженно-деформированного состояния (НДС) и ско-
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рости нагружения кривая упрочнения ограничена критическим значением пластической де-

формации, определяющим максимальные деформации, которые способен выдержать мате-

риал без разрушения. Задачи построения кривой упрочнения и определения соответствую-

щей критической пластической деформации крайне актуальны для конструкционных мате-

риалов ядерных реакторов, в частности оболочек тепловыделяющих элементов (твэлов), де-

формационная способность которых является одним из факторов, определяющих эффектив-

ность и  безопасность эксплуатации ядерной энергетической установки [1–8]. Наиболее ши-

роко и часто используемым методом испытаний материалов оболочек твэлов является испы-

тание на диаметральное растяжение кольцевых образцов на полукруглых цилиндрических 

опорах [9].  

Испытания кольцевых образцов на растяжение характеризуются простотой прове-

дения, возможностью получения представительной статистики механических характери-

стик для относительно малых объемов материала оболочки, а также возможностью полу-

чения механических характеристик в окружном направлении [9]. Методология данного 

типа испытаний основана на стандартных испытаниях плоских образцов с прямоуголь-

ным сечением, так как при растяжении кольцевого образца в определенный момент до-

стигается распрямление (усадка образца на полуцилиндрические опоры) его рабочих ча-

стей, которые в дальнейшем претерпевают преимущественную деформацию растяжения 

вдоль оси нагружения [9]. При достаточной деформационной способности материала 

оболочки в процессе растяжения его рабочих частей может произойти потеря устойчиво-

сти пластического деформирования, приводящая к локализации деформации и формиро-

ванию шейки в области рабочих частей кольцевого образца. Именно в области шейки об-

разца достигаются максимальные пластические деформации и происходит разрушение 

[3]. В таком случае подробный анализ НДС в шейке кольцевого образца может позволить 

получить информацию о деформационной способности материала оболочки в широком 

диапазоне деформаций и дополнить данные, полученные из анализа диаграммы растяже-

ния. В связи с этим применительно к испытаниям кольцевых образцов на растяжение рас-

сматриваются различные подходы к построению кривой упрочнения и определению кри-

тических пластических деформаций [2, 3, 10], основанные на подходах, применяемых для 

стандартных плоских образцов с прямоугольным поперечным сечением.  

Так, в работах [3, 10] предложен экспериментальный подход к построению кривой 

упрочнения материала оболочек твэлов на основе определения пластической деформации epl 

и напряжения течения σs по изменению площади поперечного сечения кольцевого образца 

при промежуточных разгрузках во время испытания [10] либо уже после разрушения образца 

[3]. Известно, что для плоских образцов с прямоугольным сечением при определении напря-

жения течения σs необходимо учитывать особенности НДС в шейке, что является предметом 

исследований во многих работах [11–15]. Однако для кольцевых образцов подобный анализ 

особенностей НДС в шейке ранее не проводился. При этом в работе [10] особенности НДС в 

шейке кольцевого образца не учитывались, а в работе [3] учитывались, но с использованием 

аналитических выражений для плоских образцов, применимость которых к кольцевым об-

разцам не была проанализирована.  

В связи с этим актуальным является выявление особенностей НДС в шейке кольцево-

го образца при испытаниях на растяжение на полукруглых цилиндрических опорах, что и 

является основной целью данной работы. Для достижения данной цели в работе решена за-

дача, обратная описанным в работах [3–10], при которой на основе валидированной МКЭ-

модели растяжения кольцевого образца исследовано НДС в шейке. С использованием выяв-

ленных особенностей НДС проанализирована применимость различных подходов по постро-

ению кривой упрочнения, определению критических напряжений и деформаций и оценке 

параметра напряженного состояния. 
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2. Материалы и методы  

2.1. Выбор материала и образцов для испытаний 

В данной работе исследована оболочка твэла (10,50 × 0,50 мм) из холоднодеформиро-

ванной (20 % х.д.) аустенитной коррозионно-стойкой стали ЭК164-ИД х.д. типа Fe-15Cr-

19Ni в необлученном состоянии. 

Из указанной оболочки были изготовлены образцы двух типов:  

 кольцевые образцы на диаметральное растяжение на полукруглых цилиндриче-

ских опорах;  

 образцы на растяжение в аксиальном направлении оболочки твэла – аксиальные 

образцы. 

Испытания кольцевых образцов на диаметральное растяжение на полукруглых ци-

линдрических опорах диаметром 6 мм проведены для последующего анализа НДС в шейке 

кольцевого образца при его растяжении. На рис. 1 а, б приведены эскизы образцов и схема 

нагружения.  

Для холоднодеформированных аустенитных сталей не характерна анизотропия 

свойств в различных направлениях прокатки [16], в связи с чем для подтверждения кривой 

упрочнения, необходимой для построения МКЭ-модели растяжения кольцевого образца, бы-

ли проведены испытания на растяжение в аксиальном направлении. Испытания на растяже-

ние в аксиальном направлении проведены с использованием миниатюрных образцов с алю-

миниевой вставкой и начальной расчетной длиной l0 = 4 мм (рис. 1 в, г) [16]. Алюминиевая 

вставка в головках данных образцов необходима для повышения жесткости головок и 

предотвращения их деформирования при испытании [16]. В табл. 1 приведены основные 

геометрические размеры испытанных образцов. Всего было испытано по 3 образца каждого 

типа.  

Испытания проводили на универсальной испытательной машине Hegewald & Peschke 

Inspect Table 50 kN при скорости перемещения траверсы 0,5 мм/мин. 

 

 

а б в г 

Рис. 1. Эскизы образцов (а, в) и соответствующие схемы нагружения (б, г) при различных 

типах испытаний: растяжение кольцевых образцов (а, б) и растяжение аксиальных образцов 

(в, г); 1 – подвижный захват/опора, 2 – неподвижный захват/опора, 3 – образец, 4 – вставка 

Таблица 1  

Основные геометрические размеры испытанных образцов 

Образец 
Тип  

нагружения 

Внешний диаметр 

dвнеш, мм 

Исходная  

толщина t0, мм 

Исходная  

ширина/высота h0, мм 

аксиальный 
растяжение 10,50 ± 0,01 0,50 ± 0,01 

1,86 ± 0,01 

кольцевой 2,98 ± 0,02 
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2.2. Методы определения механических характеристик  

2.2.1. Испытание аксиальных образцов на растяжение 

С целью подтверждения построенной кривой упрочнения применен традиционный 

подход к обработке диаграмм испытаний аксиальных образцов на растяжение, при котором 

строится зависимость условных напряжений σ от условных деформаций ε [17]. Для сопо-

ставления с кривой упрочнения условные напряжения σ и условные деформации ε пересчи-

таны в истинные напряжения S и логарифмические деформации e с использованием выраже-

ний [14] 

𝑆 = σ(1 + ε), 
(1) 

𝑒 = ln⁡(1 + ε). (2) 

Следует отметить, что данные выражения корректны в пределах участка равномерно-

го деформирования на диаграмме растяжения – до достижения максимальной нагрузки. 

2.2.2. Испытание кольцевых образцов на растяжение 

Для кольцевых образцов возможность применения выражений (1) и (2) ограничена 

ввиду неоднозначности определения начальной расчетной длины [9]. Поэтому для сопостав-

ления с кривой упрочнения материала (зависимостью напряжения течения σs от пластиче-

ской деформации epl) истинные напряжения S и истинные деформации e вычислены с ис-

пользованием выражений, примененных в работах [3, 10]: 

𝑆 =
𝑃

𝐹
, 

(3) 

𝑒 = ln (
𝐹0

𝐹
), (4) 

где P – усилие на испытательной машине в анализируемый момент времени, F – суммарная 

площадь сечения двух рабочих частей кольцевого образца в анализируемый момент времени, 

F0 – исходная суммарная площадь сечения двух рабочих частей кольцевого образца. 

Стоит отметить, что выражения (3) и (4) могут быть формально применены лишь по-

сле окончания охвата полукруглой цилиндрической опоры внутренней поверхностью коль-

цевого образца, когда в поперечном сечении кольцевого образца происходит преимуще-

ственная деформация растяжения. Далее при анализе результатов проведена подробная 

оценка применимости выражений (3) и (4) для построения кривой упрочнения по результа-

там испытаний кольцевого образца на растяжение на полукруглых опорах. 

2.2.3. Определение геометрических параметров шейки кольцевого образца 

Напряженно-деформированное состояние в шейке образца при его растяжении связы-

вается с геометрическими параметрами данной шейки [3, 12]: шириной h, толщиной t, радиу-

сом кривизны R и длиной определения радиуса кривизны L. 

На рис. 2 а приведена схема растянутого кольцевого образца с образовавшейся шей-

кой. Особенностью испытаний кольцевых образцов является формирование двух рабочих 

частей с сечениями № 1 и № 2 (рис. 2 а), каждую из которых необходимо учитывать при ана-

лизе результатов.  

На рис. 2 б приведена схема определения геометрических параметров рабочих частей 

кольцевого образца, а на рис. 2 в – типичная зависимость наклона dy/dx контура шейки от 

координаты точки на оси растяжения (ось y), которая использовалась для определения L и R. 
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Радиус кривизны шейки R определяли путем аппроксимации предварительно оцифро-

ванного внешнего контура шейки уравнением окружности. Длину определения радиуса кри-

визны L выбирали по точке, для которой характерно наименьшее значение наклона контура 

dy/dx относительно оси y (рис. 2 в). 

Площадь поперечного сечения, необходимая для применения выражений (3) и (4), 

также является важным геометрическим параметром образца и может быть определена раз-

личным способом. Так, наиболее простым подходом к оценке площади поперечного сечения 

образца является допущение о сохранении прямоугольной формы сечения при растяжении 

образца. В таком случае определение площади сечения возможно по видимым внешним ши-

рине h и толщине t образца в области наименьшего сечения. Площадь поперечного сечения, 

определенная таким образом, представляет собой «габаритную» площадь Fгаб (описанный 

прямоугольник), а не фактическую Fфакт (рис. 2 б), так как не учитывает возможное измене-

ние формы поперечного сечения образца при испытании, что наблюдается для образцов  

с прямоугольным сечением [15, 18–21]. В результате габаритная площадь поперечного сече-

ния одной из рабочих частей определяется следующим образом: 

𝐹габ = ℎ ∙ 𝑡 , 
(5) 

где h – видимая ширина одной из рабочих частей, а t – видимая толщина одной из рабочих 

частей.  

 

 

а     б             в 

Рис. 2. Схема растянутого кольцевого образца с расположением камер с трех различных  

сторон (а), а также схема определения геометрических параметров шейки кольцевого  

образца (б) и типичная зависимость наклона dy/dx контура шейки от координаты точки (в) 

Фактическая площадь поперечного сечения Fфакт одной из рабочих частей, учитыва-

ющая искаженную форму (2 б), может быть определена по формуле площади многоугольни-

ка, по координатам его вершин [22]: 

𝐹факт =
1

2
|∑ 𝑥𝑖(𝑧𝑖+1 − 𝑧𝑖−1)

𝑛
𝑖=0 |, 

𝑥𝑛+1 = 𝑥1, 𝑥0 = 𝑥𝑛, 𝑧𝑛+1 = 𝑧1, 𝑧0 = 𝑧𝑛, 

(6) 

где n – число вершин многоугольника, xi и zi – координаты i-ой вершины. 
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При определении расчетных и экспериментальных значений фактической площади 

поперечного сечения Fфакт использовано от 6 до 8 вершин многоугольника, в зависимости от 

формы шейки, что позволило учесть криволинейность контура сечения и неперпендикуляр-

ность его граней. 

Определение геометрических параметров рабочих частей кольцевого образца в дан-

ной работе проводили по снимкам образца с трех разных сторон (рис. 2 а), сделанных во 

время испытания цифровой камерой Toupcam UCMOS 10000 KPA. Точность измерения раз-

меров цифровой камерой составляет ±0,02 мм. Такой подход позволяет экспериментально 

отследить изменение геометрических параметров рабочих частей кольцевого образца без 

стороннего механического воздействия на образец. Снимки разрушенных образцов и их из-

лома после испытаний были также получены с использованием указанного оборудования. 

2.3. Моделирование методом конечных элементов 

Моделирование растяжения кольцевых образцов на полукруглых цилиндрических 

опорах проводили методом конечных элементов (МКЭ) в программном комплексе Ansys 

Workbench 17. В связи с наличием симметрии для рассматриваемой трехмерной задачи мо-

делирование проводилось только на 1/8 образца с заданием плоскостей симметрии. Для за-

дания трехмерной сетки конечных элементов использовали трехмерные кубические конеч-

ные элементы объемного напряженно-деформированного состояния с двадцатью узлами. 

Размер конечных элементов задан таким, чтобы на толщине кольцевого образца умещалось 

не менее 5 конечных элементов, а в области ожидаемой локализации деформации и форми-

рования шейки – не менее 10 элементов. Применение более мелкой сетки не приводит к зна-

чимым изменениям анализируемых результатов моделирования (отличия не более 1 %), а 

лишь увеличивает время расчета.  

Поведение материала образца принято упругопластическим с кинематической моде-

лью упрочнения и мультилинейной кривой упрочнения. Предполагается, что образование 

шейки в образцах при растяжении обусловлено в первую очередь деформационным поведе-

нием материала и особенностями нагружения образца (граничными условиями), а влияние 

несовершенств формы и поверхности образца второстепенно и вносит вклад лишь при усло-

вии, что вносимое возмущение достаточно велико [23–25]. Поэтому для инициирования про-

цесса образования шейки в МКЭ модели несовершенства поверхности и формы не использо-

вали. 

При МКЭ-моделировании была использована кривая упрочнения материала, постро-

енная в результате применения широко используемой для такого рода задач итерационной 

процедуры, подробно описанной в работах [2, 13, 20, 26–30]. Более подробно применительно 

к кольцевым образцам применение итерационной процедуры описано в работе [2]. Началь-

ные значения варьируемых параметров выбирались исходя из типичных для материалов рас-

сматриваемого класса кривых упрочнения [7]. Критерием окончания процедуры являлось 

отличие расчетных и экспериментальных значений не более чем на 2 %. 

Модуль упругости E и коэффициент Пуассона ν для рассматриваемой стали ЭК164-

ИД х.д. приняты равными 190 ГПа и 0,35 соответственно [3]. 

Опоры, растягивающие образец, заданы недеформируемыми, так как эксперименталь-

ные данные скорректировали с учетом жесткости машины и системы захватов (опор) на ос-

нове сравнения фактических перемещений образца (по снимкам) и перемещений, регистри-

руемых испытательной машиной. Контактное взаимодействие между поверхностями кольце-

вого образца и опорами задавали в соответствии с законом Амонтона–Кулона с коэффициен-

том трения f = 0,165, так как для данного значения получили наилучшее согласование экспе-

риментальных и расчетных данных. 

При анализе НДС в интересующих точках модели рассмотрены значения главных 

напряжений σ1, σ2 и σ3, эквивалентного напряжения Seq, главных пластических деформаций 
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ε1, ε2 и ε3, эквивалентной пластической деформации epl, а также показателя напряженного со-

стояния kМКЭ.  

Эквивалентное напряжение Seq связано с главными напряжениями σ1, σ2 и σ3 следую-

щим образом [31]: 

𝑆eq =
1

√2
√(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2, (7) 

где σ1, σ2 и σ3 – главные напряжения. 

Эквивалентная пластическая деформация epl связана с главными пластическими де-

формациями ε1, ε2 и ε3 следующим образом [31]: 

𝑒pl = √
2

9
((ε1 − ε2)

2 + (ε2 − ε3)
2 + (ε3 − ε1)

2)
1

2,  

 

(8) 

где ε1, ε2 и ε3 – главные пластические деформации. 

Также по результатам МКЭ моделирования проводили анализ расчетных значений 

показателя напряженного состояния согласно выражению [32] 

𝑘МКЭ =
σ

𝑇
=

(σ1+σ2+σ3)/3

√
1

6
[(σ1−σ2)

2+(σ2−σ3)
2+(σ3−σ1)

2]

 , (9) 

где σ – среднее нормальное напряжение; T – интенсивность касательных напряжений, σ1, σ2  

и σ3 – главные напряжения. 

Ввиду того что НДС в шейке образца при его растяжении связывается с геометриче-

скими параметрами данной шейки [3, 12], в качестве критерия валидированности МКЭ-

модели в данной работе, помимо согласования расчетных и экспериментальных диаграмм 

растяжения кольцевого образца, использовали согласование расчетных и экспериментальных 

значений геометрических параметров рабочих частей рассматриваемого кольцевого образца 

на различных этапах растяжения. 

3. Результаты 

3.1. Построение кривой упрочнения и валидация МКЭ-модели 

На рис. 3 а приведена кривая упрочнения материала в координатах «напряжение те-

чения (σs) – эквивалентная пластическая деформация (epl)», построенная с помощью итера-

ционной процедуры [2],  при которой варьированием параметров кривой упрочнения дости-

гается удовлетворительное согласование расчетных и экспериментальных диаграмм растя-

жения, а также расчетных и экспериментальных значений геометрических параметров рабо-

чих частей кольцевого образца при его растяжении. 

Построенная мультилинейная кривая упрочнения наилучшим образом (R
2 

= 0,999)  

во всем исследованном диапазоне деформаций описывается двойной функцией типа Voce 

[26]: 

σs = σ0 + α1 ∙ (1 − exp(−β1 ∙ 𝑒pl)) + α2 ∙ (1 − exp(−β2 ∙ 𝑒pl)), (10) 

где σ0 = 676 МПа, α1 = 4933 МПа, β1 = 0,148, α2 = 88 МПа, β2 = 256. 
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Рис. 3. Построенная кривая упрочнения стали ЭК164-ИД х.д. (а) и ее сопоставление  

с типичной зависимостью S(e), полученной по результатам испытаний аксиального  

образца на растяжение (б) 

Выражение (10) представляет собой зависимость сопротивления пластической дефор-

мации материала от степени пластической деформации. В свою очередь, величина σ0 в выра-

жении (10) представляет собой напряжение, при эквивалентных напряжениях больше кото-

рого происходит упругопластическое деформирование материала, а при эквивалентных 

напряжениях меньше которого – только упругое деформирование материала, что по физиче-

скому смыслу наиболее близко к пределу упругости материала. 

Для подтверждения корректности построенной кривой упрочнения в области малых и 

средних пластических деформаций (epl ≤ 0,15) проведено ее сопоставление с зависимостью 

истинных напряжений S от логарифмических деформаций e, построенной по результатам ис-

пытаний аксиальных образцов на растяжение. Построенная зависимость S(e) должна соот-

ветствовать кривой упрочнения материала в области равномерного деформирования (до до-

стижения максимального напряжения на диаграмме растяжения). 

На рис. 3 б приведена типичная диаграмма растяжения аксиального образца в коорди-

натах условных напряжений σ и условных деформаций ε, а также соответствующая диаграм-

ма в координатах истинных напряжений S и логарифмических деформаций e, полученная с 

использованием выражений (1) и (2). Из рис. 3 б видно хорошее согласование построенной 

кривой упрочнения с зависимостью S(e), что подтверждает ее корректность в области пла-

стических деформаций epl ≤ 0,15.  

Корректность построенной кривой упрочнения в области бόльших пластических де-

формаций подтверждается согласованием приведенных на рис. 4–7: 

 экспериментальных и расчетных диаграмм растяжения кольцевых образцов (рис. 4); 

 экспериментальных изображений одной из рабочих частей кольцевого образца 

(рис. 5 а и рис. 6 а, б) и соответствующих изображений, полученных в результате МКЭ-

моделирования (рис. 5 б и рис. 6 в, г) для различных стадий растяжения (точек анализа), ука-

занных на рис. 4 б; 

 экспериментальных и расчетных зависимостей геометрических параметров h, t, R и 

L от перемещения опор (рис. 7).   
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Рис. 4. Сопоставление расчетных и экспериментальных диаграмм растяжения кольцевых  

образцов: полная диаграмма растяжения кольцевого образца (а) и ниспадающий участок 

диаграммы растяжения (б) 

 

а б 

Рис. 5. Типичные экспериментальные изображения (а) и расчетные изображения (б) одной  

из рабочих частей кольцевого образца, соответствующие различным стадиям растяжения 

 

а б в г 

Рис. 6. Типичные экспериментальные изображения (а, б) и расчетные изображения (в, г)  

одной из рабочих частей кольцевого образца с различных сторон, соответствующие  

моменту разрушения 
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Из рис. 4–7 видно, что построенная МКЭ-модель растяжения кольцевого образца поз-

воляет описать формирование области местного сужения рабочих частей – шейки, изменение 

геометрических параметров которой согласуется с экспериментальными данными.  

Таким образом, построенная МКЭ-модель валидирована по перемещениям, нагрузкам 

и изменениям геометрических параметров рабочих частей (шейки) до момента разрушения, 

что позволяет ее использовать для анализа особенностей напряженно-деформированного со-

стояния в шейке кольцевого образца при его растяжении на полукруглых цилиндрических 

опорах. 

 

 

а б 

Рис. 7. Сопоставление расчетных и экспериментальных зависимостей изменений  

усредненных геометрических параметров шейки кольцевого образца в процессе его  

растяжения: ширина h и толщина t (а); радиус кривизны R и длина определения радиуса  

кривизны L (б) 

3.2. Анализ изменения напряженно-деформированного состояния в шейке кольцевого 

образца 

На рис. 8 приведено типичное изображение излома разрушенного образца, а также со-

ответствующие расчетные карты распределения эквивалентных пластических деформаций 

epl, эквивалентных напряжений Seq и показателя напряженного состояния kМКЭ.  

Видно, что к моменту разрушения образца в шейке реализуется ярко выраженная не-

равномерность распределения деформаций и напряжений по сечению, сопровождающаяся 

искажением изначально прямоугольной формы поперечного сечения.   Так, эквивалентная 

пластическая деформация по ширине шейки меняется в ~3 раза, а эквивалентные напряжения 

при этом изменяются в ~1,5 раза. В итоге к моменту разрушения кольцевого образца при 

среднем значении усилия разрушения ~1870 Н в шейке достигаются значения (усредненные 

по 3 образцам): 

 максимальной эквивалентной пластической деформации epl = 1,2 ± 0,2; 

 максимального эквивалентного напряжения Seq = 1550 ± 90 МПа; 

 максимального показателя напряженного состояния kmax = 1,13 ± 0,08. 
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в г 

Рис. 8. Типичное изображение излома кольцевого образца (а), а также расчетные  

распределения эквивалентной пластической деформации epl (б), эквивалентных напряжений 

Seq (в) и показателя напряженного состояния kМКЭ (г) 

Наблюдаемая неравномерность распределения деформаций и напряжений напрямую 

связана с особенностями НДС в шейке. Одним из основных параметров, связываемых [3, 12] 

с НДС в шейке образца при его растяжении, является отношение ширины шейки h к радиусу 

кривизны ее контура R. На рис. 9 а приведена зависимость изменения отношения h/R от пе-

ремещения опор, а на рис. 9 б –  расчетные зависимости изменения значений главных напря-

жений (σ1, σ2 и σ3) и главных деформаций (ε1, ε2 и ε3) в области максимума эквивалентных 

напряжений и деформаций от отношения h/R.  

Видно, что в шейке кольцевого образца в процессе растяжения (увеличения h/R):  

 напряженное состояние в области максимума эквивалентных напряжений изменя-

ется от близкого к одноосному (σ2 ≈ σ3 ≈ 0 при h/R ≈ 0) до трехосного (σ1, σ2, σ3 ≠ 0 при h/R > 

(0,4–0,5)); 

 деформированное состояние в области максимума эквивалентных деформаций при 

h/R ≈ 0 характеризуется соотношением ε2 ≈ ε3 ≈ −0,5ε1, а по мере увеличения h/R наблюдается 

увеличение различия между ε2 и ε3, при этом ε1, ε2, ε3 ≠ 0 при всех h/R.   

Описанные изменения напряженно-деформированного состояния сопровождаются 

проявлением ярко выраженной неравномерности распределения напряжений и пластических 

деформаций по сечению шейки (рис. 8). 
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Рис. 9. Сопоставление расчетных и экспериментальных зависимостей отношения h/R  

от перемещения (а) и зависимости расчетных (МКЭ) значений главных напряжений  

(σ1, σ2 и σ3) и главных пластических деформаций (ε1, ε2 и ε3) в сечении шейки  

кольцевого образца от отношения h/R (б) 

 
а б 

Рис. 10. Типичные расчетные изображения сечения шейки кольцевого образца, полученные  

в результате МКЭ-моделирования для различных точек анализа (а), а также сопоставление 

расчетных и экспериментальных зависимостей наименьшей площади поперченного сечения 

образца от отношения h/R (б) 

На рис. 10 а приведены расчетные карты распределения эквивалентных деформаций  

в сечении шейки образца для различных значений отношения h/R. Видно, что по мере увели-

чения отношения h/R эквивалентные деформации все больше начинают локализоваться  

в центральной части сечения. В результате форма сечения шейки искажается и происходит 

уменьшение толщины сечения в центральной части. Как было отмечено выше, аналогичное 

изменение формы сечения характерно и для шейки плоских образцов с прямоугольным сече-

нием [15, 18–21], что приводит к различию значений габаритной Fгаб и фактической Fфакт 

площади наименьшего сечения шейки, необходимой для вычисления истинных напряжений 

S (3) и логарифмических деформаций e (4). 
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На рис. 10 б приведено сопоставление расчетных и экспериментальных значений га-

баритной Fгаб и фактической Fфакт площадей наименьшего поперечного сечения шейки коль-

цевого образца, усредненных по двум рабочим частям. Поскольку разрушение кольцевого 

образца происходит только по одной из двух рабочих частей образца (рис. 2 а), усредненное 

экспериментальное значение Fфакт определяли исходя из предположения о сохранении про-

порциональности между Fгаб и Fфакт для двух рабочих частей образца: 

𝐹факт = 𝐹факт
№1 + 𝐹габ

№2 ∙
𝐹факт
№1

𝐹габ
№1  , (11) 

где 𝐹факт
№1  – фактическая площадь разрушенной рабочей части; 𝐹габ

№2 – габаритная площадь це-

лой рабочей части; 𝐹габ
№1 – габаритная площадь разрушенной рабочей части. Анализ рисунка 

10 б показал, что расчетные и экспериментальные значения площади наименьшего попереч-

ного сечения рабочих частей кольцевого образца хорошо согласуются между собой. При 

этом значения Fгаб и Fфакт сопоставимы лишь на начальных этапах развития шейки. В даль-

нейшем различие между ними начинает увеличиваться, что связано с уменьшением толщины 

шейки в центральной области сечения. В результате различие между Fгаб и Fфакт может со-

ставлять до 40 %, что необходимо учитывать при использовании выражений (3) и (4) при со-

ответствующих расчетах логарифмической деформации e и истинного напряжения S. На 

практике [3, 10] значения логарифмических деформаций e и истинных напряжений S исполь-

зуются для построения кривых упрочнения по результатам испытаний кольцевых образцов 

оболочек твэлов. Однако, как было отмечено, особенности НДС в шейке кольцевого образца 

либо не учитываются [10], либо учитываются [3], но с использованием аналитических выра-

жений для плоских образцов, применимость которых к кольцевым образцам не анализирова-

ли. Далее проведен анализ применимости описанного подхода по построению кривой упроч-

нения к результатам испытаний кольцевых образцов с учетом выявленных особенностей 

НДС в шейке. 

3.3. Особенности построения кривой упрочнения материала по результатам испы-

таний кольцевых образцов 

На рис. 11 приведены полученные по результатам МКЭ-моделирования зависимости 

напряжений (рис. 11 а) и меры деформаций (рис. 11 б), вычисленных различным способом, 

от отношения h/R.  

На рис. 11 а: 

 Sгаб – напряжение, определенное с использованием Fгаб по формулам (3) и (5);  

 Sфакт – напряжение, определенное с использованием Fфакт по формулам (3) и (6);  

 <Seq> – усредненное по сечению эквивалентное напряжение;  

 Seq.max – максимальное значение эквивалентного напряжения.  

На рис. 11 б: 

 eгаб – логарифмическая деформация, определенная с использованием Fгаб по форму-

лам (4) и (5);  

 eфакт – логарифмическая деформация, определенная с использованием Fфакт по форму-

лам (4) и (6);  

 <epl> – усредненная по сечению эквивалентная пластическая деформация;   

 epl.max – максимальное значение эквивалентной пластической деформации. 
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Рис. 11. Зависимости напряжений (а) и деформаций (б), вычисленных различным способом, 

от отношения h/R 

Видно, что для шейки кольцевого образца: 

 логарифмические деформации eгаб и истинные напряжения Sгаб значительно ниже 

максимальных (epl.max и Seq.max) и усредненных (<epl> и <Seq>) значений эквивалентных де-

формаций и напряжений, что ограничивает возможность использования eгаб и Sгаб в качестве 

характеристик НДС в шейке кольцевого образца; 

 логарифмические деформации eфакт и истинные напряжения Sфакт имеют более близ-

кие к усредненным по сечению значениям эквивалентных деформаций <epl> и напряжений 

<Seq>, что делает более предпочтительным их использование в качестве характеристик НДС 

в шейке кольцевого образца. 

На рис. 12 приведены зависимости Sгаб(eгаб) и Sфакт(eфакт). Для сопоставления на рис. 12 

приведена зависимость <Seq>(<epl>) и кривая упрочнения рассматриваемого материала (10). 

 

 

Рис. 12. Сопоставление кривой упрочнения материала и расчетных зависимостей  

Sгаб(eгаб), Sфакт(eфакт) и <Seq>(<epl>) 

Видно, что наилучшее соответствие с кривой упрочнения материала имеет зависи-

мость <Seq>(<epl>), в связи с чем наиболее предпочтительным для построения кривой 

упрочнения является использование Sфакт и eфакт, которые имеют более близкие значения к 
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<Seq> и <epl>, чем Sгаб и eгаб Однако видно, что зависимость Sфакт(eфакт) лежит выше 

<Seq>(<ep.>). Данная особенность является методической ошибкой; она характерна как для 

шеек цилиндрических образцов с круглым сечением, так и для шеек плоских образцов с пря-

моугольным сечением и обусловлена неучетом трехосности напряженного состояния в шей-

ке образца [11–15]. Для учета трехосности напряженного состояния в шейке образца предла-

гается [11–15] использование поправочного множителя C, при помощи которого истинное 

напряжение Sфакт может быть преобразовано в напряжение течения σs  из выражения (10) 

следующим образом: 

σs = 𝐶 ∙ 𝑆факт, (12) 

где C – поправочный множитель, Sфакт – истинное напряжение, определяемое по выражению (3). 

Из рис. 12 видно, что для значений Sфакт, соответствующих моменту разрушения  

(h/R ≈ 1,0), поправочный множитель C должен быть равен ≈0,9. Однако известные аналити-

ческие зависимости для поправочного множителя C, предлагаемые в работе [12], дают зна-

чение C ≈ 0,67 для h/R ≈ 1,0, применение которого в данном случае может привести к еще 

большей ошибке построения кривой упрочнения (−20 %), чем без применения поправочного 

множителя C (+10 %). Применимость аналитических зависимостей поправочного множителя 

C от h/R для плоских образцов с прямоугольным сечением ограничена допущениями, прини-

маемыми при их выводе, среди которых: допущение равномерности распределения дефор-

маций в сечении [12], а также допущение о плоском деформированном состоянии в шейке 

(равенство нулю одной из компонент деформаций) [12]. Оба эти допущения не применимы 

для шейки кольцевого образца, так как для нее характерна ярко выраженная неравномер-

ность распределения деформаций по сечению (рис. 8 б), а также сложное напряженно-

деформированное состояние, при котором ни одна из компонент деформации не равна нулю 

при любых h/R (рис. 9 б).  

Из рис. 12 также видно, что зависимость Sгаб(eгаб) близка (отличие <5 %) к кривой 

упрочнения (10), несмотря на заниженные значения Sгаб и eгаб по сравнению со значениями 

<Seq> и <epl> (рис. 11). Близость зависимости Sгаб(eгаб) и кривой упрочнения обусловлена в 

данном случае совокупностью методических ошибок, в результате которых необходимость 

пересчета Sгаб в σs в связи с трехосным напряженным состоянием компенсируется завышени-

ем площади сечения Fгаб относительно Fфакт из-за неучета искажения формы сечения шейки 

(рис. 10 б). Однако стоит отметить, что ввиду методических ошибок вид зависимости 

Sгаб(eгаб) не повторяет в полной мере вид кривой упрочнения, а скорее определяет диапазон 

деформаций и напряжений, в котором находится кривая упрочнения, что необходимо учиты-

вать при интерпретации экспериментальных результатов. 

Таким образом, можно заключить, что построение кривой упрочнения материала на 

основе зависимости истинных напряжений S от логарифмической деформации e по результа-

там испытаний кольцевых образцов требует учета методических ошибок, связанных с реали-

зацией трехосного напряженного состояния, неравномерностью распределения деформаций 

в сечении образца и искажением формы поперечного сечения шейки.  

Использование фактической площади поперечного сечения Fфакт шейки при построе-

нии зависимости S(e) приводит к завышению определяемого напряжения течения σs и требу-

ет применения поправочного множителя C < 1. Применение аналитических зависимостей 

поправочного множителя C для плоских образцов с прямоугольным сечением к результатам 

испытаний кольцевых образцов может привести к еще бόльшим методическим ошибкам. 

Корректная оценка поправочного множителя для кольцевых образцов возможна лишь по ре-

зультатам трехмерного МКЭ-моделирования. 

Использование габаритной площади поперечного сечения Fгаб шейки при построении 

зависимости S(e) не требует применения поправочного множителя C, но может искажать вид 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 2, 2025 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

10

1 

 

 

Fedotov I. V., Frolov A. S., and Gurovich and B. A. Features of the stress-strain state in the neck of a ring specimen under 

tension on semicircular cylindrical mandrels // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2025. – 

Iss. 2. – P. 83–105. – DOI: 10.17804/2410-9908.2025.2.083-105. 

 

получаемой кривой упрочнения и приводить к занижению напряжения течения σs по мере 

приближения диаграммы растяжения к моменту разрушения. Корректная оценка вида кри-

вой упрочнения возможна также лишь по результатам трехмерного МКЭ-моделирования 

растяжения кольцевого образца. 

3.4. Анализ подходов по определению показателя напряженного состояния k 

Отдельно стоит рассмотреть задачу нахождения параметра напряженного состояния k, 

определяющего значение критической пластической деформации при различных видах 

напряженного состояния [32].  

Для растяжения плоского образца с прямоугольным сечением и круглыми боковыми вы-

резами, схема которого приведена на рис. 13 а, известно аналитическое выражение параметра 

напряженного состояния kпд в случае плоского деформированного состояния (t >> h) [33]: 

𝑘пд =
σ

𝑇
= 1 + 2 ∙ ln⁡(1 +

ℎ

4𝑅
), (13) 

где h – ширина шейки в наименьшем сечении, R – радиус кривизны боковых вырезов. 

 Для аналогичной задачи, но при плоском напряженном состоянии (t << h) известно 

выражение [33]  

𝑘пн =
σ

𝑇
=

√3

3
(

1+2𝐴

√𝐴2+𝐴+1
), (14) 

где 𝐴 = ln⁡(1 +
ℎ

4𝑅
), h – ширина шейки в наименьшем сечении, R – радиус кривизны боковых 

вырезов. 

На рис. 13 б приведено сопоставление значений показателя напряженного состояния k 

при различных значениях h/R, полученных с использованием выражений (9), (13) и (14). 

Из рис. 13 видно, что аналитическое выражение (13) дает более высокие значения по-

казателя напряженного состояния в шейке кольцевых образцов по сравнению со значениями 

kМКЭ (9), полученными по результатам МКЭ-моделирования. Это, по всей видимости, обу-

словлено рассмотрением плоского деформированного состояния при выводе выражения (13), 

тогда как в шейке кольцевого образца реализуется сложное напряженно-деформированное 

состояние (рис. 9 б). Также стоит отметить, что по мере уменьшения значения h/R показатель 

напряженного состояния k должен приближаться к значению k ≈ 0,58, характерному для од-

ноосного растяжения (рис. 9 б). В свою очередь, выражение (13) при h/R = 0 дает значение k 

≈ 1, что не позволяет с приемлемой точностью оценить значение показателя напряженного 

состояния k для шейки кольцевых образцов с использованием выражения (13). 

Выражение (14), полученное для плоского напряженного состояния, лучше согласует-

ся с результатами МКЭ-моделирования, по крайней мере, до значений h/R = (0,4–0,5), а так-

же сводится к k ≈ 0,58 при h/R = 0. По мере увеличения значения h/R различие между выра-

жением (14) и результатами МКЭ-моделирования увеличивается, что связано, по всей види-

мости, со все бόльшим проявлением трехосности напряженного состояния (рис. 9 б). Таким 

образом, выражение (14) характеризуется ограниченной применимостью к шейкам кольце-

вых образцов при относительно небольших значениях h/R < (0,4–0,5). 
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а б 

Рис. 13. Схема плоского образца с прямоугольным сечением и круглыми боковыми  

вырезами (а) и сопоставление зависимостей показателя напряженного состояния k в шейке 

кольцевого образца от отношения h/R, полученных различным способом (б) 

В результате можно заключить, что в шейке кольцевых образцов при их растяжении 

на полукруглых цилиндрических опорах реализуется сложное трехосное напряженное состо-

яние, при описании которого применение аналитических выражений затруднено. Допущения 

о плоском деформированном или плоском напряженном состояниях в шейке кольцевого об-

разца могут приводить к значительным искажениям результатов таких оценок. В связи  

с этим наиболее оптимальным подходом к определению характеристик напряженно-

деформированного состояния в шейке кольцевого образца и построению кривой упрочнения 

является трехмерное МКЭ-моделирование с соответствующей валидацией расчетной модели 

по экспериментальным данным. Итерационная процедура, использованная в данной работе и 

широко применяемая для задач такого типа [2, 13, 20, 26–30], является эффективным спосо-

бом построения кривой упрочнения и позволяет минимизировать возможные методические 

ошибки и соответствующие искажения результатов. Выявленные особенности НДС в шейке 

кольцевого образца при его растяжении на полукруглых цилиндрических опорах могут быть 

полезны исследователям, использующим описанные в работах [3, 10] экспериментальные 

подходы. 

4. Заключение 

На примере материала необлученной оболочки твэла из холоднодеформированной 

аустенитной стали ЭК164-ИД х.д. типа Fe–15Cr–19Ni методом трехмерного конечно-

элементного моделирования (МКЭ) проведен анализ напряженно-деформированного состояния 

в шейке кольцевого образца при его растяжении на полукруглых цилиндрических опорах.  

Построена кривая упрочнения материала оболочки (зависимость напряжения течения 

σs от пластической деформации epl) и валидирована трехмерная МКЭ-модель растяжения 

кольцевого образца на полукруглых цилиндрических опорах. По результатам МКЭ модели-

рования показано, что разрушению кольцевого образца из рассмотренного материала пред-

шествует достижение в центре наименьшего сечения шейки значений: 

 максимальной эквивалентной пластической деформации epl.max = (1,2 ± 0,2); 

 максимального эквивалентного напряжения Seq.max = (1550 ± 90) МПа; 

 максимального показателя напряженного состояния kmax = 1,13 ± 0,08.  

Выявлено, что в шейке кольцевого образца в процессе растяжения напряженное со-

стояние в области максимальных эквивалентных напряжений изменяется от близкого к од-
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ноосному (при h/R ≈ 0) до трехосного (при h/R > (0,4–0,5)), что  сопровождается проявлением 

ярко выраженной неравномерности распределения напряжений и пластических деформаций 

в сечении шейки (перепад деформации по сечению в ~3 раза). Достижение трехосного 

напряженного состояния и неравномерность распределения деформаций в шейке кольцевого 

образца сопровождается искажением формы минимального поперечного сечения с уменьше-

нием толщины в его центральной части. Это приводит к различию фактической площади 

Fфакт (с учетом искажения формы сечения) и габаритной площади Fгаб (по видимой внешней 

толщине t и ширине h) сечения шейки до ~40 % к моменту разрушения, что напрямую влияет 

на получаемые значения логарифмических деформаций e и истинных напряжений S при экс-

периментальном определении кривой упрочнения. 

Использование фактической площади поперечного сечения Fфакт шейки при построе-

нии зависимости S(e) приводит к завышению определяемого напряжения течения σs и требу-

ет применения поправочного множителя C < 1. Применение аналитических зависимостей 

поправочного множителя C(h/R) для плоских образцов с прямоугольным сечением к резуль-

татам испытаний кольцевых образцов могут привести к еще бόльшим методическим ошиб-

кам. Корректная оценка поправочного множителя для кольцевых образцов возможна лишь 

по результатам трехмерного МКЭ-моделирования. 

Использование габаритной площади поперечного сечения Fгаб шейки при построении 

зависимости S(e) не требует применения поправочного множителя, но может искажать вид 

кривой упрочнения и приводить к занижению напряжения течения σs по мере приближения 

диаграммы к моменту разрушения. Корректная оценка вида кривой упрочнения возможна по 

результатам трехмерного МКЭ-моделирования растяжения кольцевого образца.  

Показатель напряженного состояния k в области максимума напряжений в процессе 

растяжения изменяется от характерного для одноосного (k ≈ 0,58 при h/R ≈ 0) до значения  

k ≈ 1,2 к моменту разрушения образца. Предлагаемые в литературных источниках аналити-

ческие выражения для показателя напряженного состояния k в шейке плоского образца c бо-

ковыми вырезами не позволяют корректно оценить значение k, так как они получены либо 

для плоского деформированного состояния (более высокие значения k), либо для плоского 

напряженного состояния (более низкие значения k). Корректная оценка показателя напря-

женного состояния возможна по результатам трехмерного МКЭ-моделирования растяжения 

кольцевого образца. 

Продемонстрирована эффективность применения трехмерного МКЭ-моделирования в 

комплексе с итерационной процедурой построения кривой упрочнения и валидацией расчет-

ной модели с целью анализа напряженно-деформированного состояния в кольцевом образце. 
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