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The article studies the properties of the pressure field in a unidirectional thermocapillary 

flow of a viscous incompressible fluid in an infinite horizontal layer of a given thickness. A distinc-

tive feature of the considered boundary value problem is the inclusion of the Navier slip condition 

at the lower (solid) boundary of the layer instead of the classical condition of fluid no-slip on the 

solid surface. Modeling of the properties of the described flow is carried out using the system  

of Oberbeck-Boussinesq equations, its exact solution being obtained. The exact solution belongs to 

the Ostroumov-Birikh class. Hydrodynamic fields are described by polynomials. The degree of the 

polynomial describing the background pressure relative to the vertical coordinate is eight. The hori-

zontal (longitudinal) pressure gradients are parabolic functions. This solution describes the multiple 

stratification of the pressure field. For the Navier slip condition and for special cases of no-slip and 

perfect slip conditions, corresponding studies are carried out to determine the number of pressure 

field stratification zones along the vertical coordinate. 

Keywords: layered flow, Oberbeck-Boussinesq system of equations, exact solution, Ostroumov-

Birikh class, unidirectional flow, counterflows, Marangoni convection, Navier condition. 
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В статье исследуются свойства поля давления при однонаправленном термокапилляр-

ном течении вязкой несжимаемой жидкости в бесконечном горизонтальном слое заданной 

толщины. Отличительной особенностью рассматриваемой краевой задачи является учет 

условия проскальзывания Навье на нижней (твердой) границе слоя вместо классического 

условия прилипания жидкости к твердой поверхности. При моделировании свойств описан-

ного течения при помощи системы уравнений Обербека–Буссинеска получено ее точное ре-

шение, принадлежащее классу Остроумова–Бириха. Гидродинамические поля описываются 

многочленами. Степень многочлена, описывающего фоновое давление, относительно верти-

кальной координаты равняется восьми. Горизонтальные (продольные) градиенты давления 

являются параболическими функциями. Данное решение описывает множественную страти-

фикацию поля давления. Для условия скольжения Навье и для частных случаев условия при-

липания и идеального скольжения проведены соответствующие исследования по определе-

нию количества зон стратификации поля давления по вертикальной координате. 

Ключевые слова: слоистое течение, система уравнений Обербека–Буссинеска, точное ре-

шение, класс Остроумова–Бириха, однонаправленное течение, противотечения, конвекция  

Марангони, условие Навье. 

1. Введение 

Давление является одним из параметров, входящих в уравнение движения вязкой 

жидкости (уравнение Навье–Стокса) [1, 2], а следовательно, влияющих на свойства потока 

этой жидкости. Однако связь между скоростями течения и давлением, определяемую урав-

нением движения, можно рассматривать и в обратном контексте: каким образом характери-

стики течения влияют на топологию поля давления [3–6]. 

Известно, что в полную систему уравнений, описывающих конвективное течение вяз-

кой жидкости, также входят уравнение теплопроводности и закон сохранения массы [1]. Эти 

три уравнения составляют замкнутую систему уравнений относительно вектора скоростей 

течения, температуры и давления. При этом все неизвестные функции (за исключением дав-

ления) входят, по крайней мере, в два из перечисленных трех уравнений. Это приводит к то-

му, что фактически поле давления определяется по уже известным значениям скорости тече-

ния и температуры. Таким образом, на свойства поля давления оказывают влияние особенно-

сти распределения поля скорости и температурного поля [7–15]. 

https://orcid.org/0000-0003-4711-1894
https://e.mail.ru/compose/?mailto=mailto%3anat_burm@mail.ru
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В [16, 17] было показано, что при определенном сочетании граничных условий воз-

можно возникновение множественной стратификации поля скорости и температуры [8–10; 

18–21]. И число точек стратификации этих полей зависит от конкретных значений управля-

ющих параметров краевой задачи [11, 12, 22–25]. В данной статье исследуется влияние па-

раметров граничных условий на распределение изолиний поля давления в горизонтальном 

слое [13–15; 26–30] при учете условия проскальзывания Навье [31] на нижней границе рас-

сматриваемого слоя. 

2. Постановка задачи и методы решения 

Рассматривается установившееся однонаправленное течение вязкой несжимаемой 

жидкости в горизонтальном слое заданной толщины h  (рис. 1). Полагаем, что движение 

происходит в поле силы тяжести с ускорением свободного падения g . Кроме того, принима-

ем приближение Обербека–Буссинеска о влиянии температуры жидкости T  на ее плотность 

 0
1 T    , здесь   – коэффициент объемного расширения жидкости [1, 2]. 

 

 

Рис. 1. Геометрия слоя жидкости 

Для однонаправленного течения вдоль оси Ox  базовая система уравнений тепловой 

конвекции принимает вид [16, 17, 20, 21, 23–25; 28–30]: 
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(1) 

Здесь  , ,xV x y z  – скорость течения вдоль выбранного направления; ( , , )P x y z  – нор-

мированное на плотность отклонение давления от гидростатического; ( , , )T x y z  – отклонение 

температуры от отсчетного значения;  ,   – кинематическая (молекулярная) вязкость и тем-

пературопроводность жидкости соответственно. В роли неизвестных в системе (1) выступа-
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ют три функции – давление P , температура T  и скорость xV . Отметим, что их число меньше 

числа уравнений системы (1), т. е. речь идет об исследовании переопределенной системы. 

В [16] было исследовано поле скорости течения, профиль которой зависит только  

от одной (поперечной) координаты, т. е. скорость представима в следующем виде: 

 xV U z . (2) 

Также в [16] было показано, что если скорость течения имеет структуру (2), то вид 

решения для поля температуры и поля давления есть двумерные по координатам функции 

следующего вида: 

0 1( ) ( )T T z T z x  ; 0 1( ) ( )P P z P z x  . (3) 

Точное решение (2) и (3) обобщается в известное семейство Остроумова-Бириха  

[7, 16, 17, 20, 21, 24, 28, 32, 33]. 

Структура выражений (2), (3) позволяет преобразовать систему уравнений (1) в част-

ных производных к системе обыкновенных дифференциальных уравнений: 

1 0T   ; 
1 1P g T   ; 

1U P  ;   

0 1T UT  ; 
0 0P g T   . 

(4) 

Здесь штрихом обозначено дифференцирование по поперечной (вертикальной) пере-

менной z . Общее решение системы (4) для поля давления имеет вид: 

   2

1 1 2 3

1

2
P z gz C gz C C     ;  

  
 

6 2 52 8 2 2 2 7 2
2 1 3 2 3 11 1 2

0

4
3 2

8064 1008 720 120

gz g C C C gz C C C Cg z C g z C C
P z

         
   

   
 

 
 4 3

2 4 1 5 22 5
6 7 8

1

24 6 2

gz C C C C gz C C
gz C gz C C

  
      

 
. 

(5) 

Также в [16] сформулированы восемь краевых условий для определения значений 

восьми неизвестных постоянных интегрирования 1 8,...,C C . Эти краевые условия описывают 

возникновение конвекции Марангони [33, 34] вследствие задания неоднородного источника 

тепла на верхней границе слоя и учета условия проскальзывания Навье [31] на нижней гра-

нице слоя. Математически в силу структуры решений (2) и (3) эти условия записываются  

в виде следующих соотношений: 

    0 10 0 0T T  ;  0 0T h  ;  1T h A ;  

  
0

0
z

U
U

z 


 


;  0 0P h S ;  1 0P h  ;  1

z h

U
T h

z 


  


. 
(6) 

Здесь  и  – коэффициенты температурного поверхностного натяжения и динамиче-

ской вязкости жидкости соответственно;  – длина проскальзывания.  
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3. Результаты и обсуждение 

3.1. Точное решение краевой задачи  

Частное решение системы (4) для компонент поля давления, отвечающее граничным 

условиям (6), представляет собой набор полиномиальных функций следующего вида: 

  2 2

1
2

Ag
P z h

h


  ;  

         
2

0

2
3 2 2

0 3 2 2 5 2 5 6 5
120

A g
S z h h hz z z z hP z

h


           


  

  
2 2 2

2 6 2 4 5 6

2
183 69 10 5

40320

A g
z h h h z hz z

h


     




  

      4 5 3 2
221 1120 366 560 4 19 140h z z h z h z z          .  

(7) 

Ранее были достаточно подробно проанализированы точные решения (7) для поля 

скорости V  [16] и поля температуры T  [17]. В статье будет проведено исследование свойств 

точного решения (7), описывающего поле давления P .  

Из решения (7) следует, что если продольный градиент температуры 0A  , то рас-

пределение поля давления P  оказывается однородным: 

 0 1 00 0
( ) ( )

A A
P P z P z x S

 
   . 

Расслоений поля давления при таком задании не возникает, поэтому всюду далее бу-

дем полагать, что горизонтальный градиент температуры A  отличен от нуля. 

Заметим, что продольный градиент давления 1P в полученном выражении (7) не зави-

сит от длины проскальзывания   и при любом сочетании значений параметров A ,  , h   

не обращается в нуль внутри слоя  0,h , следовательно, отвечающее этому градиенту поле 

1Px  не имеет точек стратификации. 

3.2. Исследование поля давления в случае прилипания жидкости 

В случае выполнения условия прилипания жидкости на твердой границе решение (7) 

для поля давления можно переписать в виде: 

  2

1 1
2

Ag h
P Z


  ;  

    
4

32

0

2
2

0 1 3 6 4 2
120

P
A g h

S Z Z Z Z


     


   

  
6

2
2 2 2

2 4 5 631 183 366 221 76 69 10 5
40320

A g h
ZZZ Z Z Z Z


       


  

 

    
2 4 2

0

62 2

1 2
120 40320

A g h A g h
S f Z f Z

 
 





. 

(8) 

В формулах (8) введена безразмерная координата  0,1Z z h  . Фоновое давление 0P  

определяется взаимодействием постоянного однородного давления, термокапиллярного и термо-

гравитационного слагаемых. При варьировании толщины слоя h  постоянное давление 0S  будет 
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вносить превалирующий вклад в фоновое давление 0P . На рис. 2 представлены профили функций 

 1f Z  и  2f Z , входящих в состав выражения (8) для фонового давления. 

 

 

Рис. 2. Профили вспомогательных функций      
2

1

321 3 6 4 2f Z Z Z Z Z      (сплошная 

линия) и    
2 4 5 6

2

2 31 183 366 221 76 69 10 5f Z Z Z Z Z ZZ Z           (пунктирная линия) 

 

Рис. 3. Профиль фонового давления 0P  в случае прилипания жидкости:  

при 0 5,188S   Н/м
2
; 

42

62,681
120

A g h



 Н/м

2
; 

2 2 62

1
40320

A g h



 Н/м

2 

Поскольку функции  1f Z  и  2f Z  принимают строго положительные значения 

внутри рассматриваемого слоя, а параметр 0S  отвечает атмосферному давлению, на основа-

нии структуры выражения (8) можно сделать вывод, что фоновое давление 0P  не может 

иметь нулевых точек внутри слоя, если жидкость является аномальной ( 0  ). Другими сло-

вами, стратификация поля 0P  возможна только для ньютоновских жидкостей.  

Функции  1f Z  и  2f Z  строго монотонны на отрезке  0,1 , а значит, по аналогии  

с подходом, использованным в [16] при оценке числа застойных точек поля скорости тече-

ния, можно утверждать, что число нулевых точек поля давления 0P  не превосходит двух. 

Профиль фонового давления для этого случая представлен на рис. 3. 
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Заметим, что картина распределения линий уровня поля давления P  при наличии 

двух нулевых точек у фонового давления 0P  зависит помимо прочего от величины коэффи-

циента 2Ag h , определяющего продольный градиент давления 1P  (рис. 4 и 5).  

 

 

Рис. 4. Линии уровня поля давления  

в случае прилипания: 

при 0 5,188S  ; 
42

62,681
120

A g h



; 

2 2 62

1
40320

A g h



; 10

2

Ag h
  

Рис. 5. Линии уровня поля давления  

в случае прилипания: 

при 0 5,188S  ; 
42

62,681
120

A g h



; 

2 2 62

1
40320

A g h



; 100

2

Ag h
  

Рис. 4 и 5 наглядно демонстрируют, что число нулевых точек поля давления меняется  

в зависимости от удаленности выбранного среза от сечения 0.x   

3.3. Исследование поля давления в случае проскальзывания жидкости 

Рассмотрим теперь, какой вклад вносят слагаемые в выражении (7), содержащие дли-

ну скольжения  . Для этого представим точное решение (7) в следующем виде: 

 

    
4

32

0

2
2

0 1 3 6 4 2
120

P
A g h

S Z Z Z Z


     


   

 
6

2
2 2 2

2 4 5 631 183 366 221 76 69 10 5
40320

A g h
ZZZ Z Z Z Z


       


  

  

  
2 3 2 2 2 2

2
25 560 1

120 40320

A g h A g h
Z

  
     

  
. (9) 

(9) 

Отметим, что в отличие от анализа выражения (8) сказать что-либо о природе жидко-

сти (ньютоновская/аномальная) на основе решения (9) уже не представляется возможным. 
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Кроме того, коэффициент 
2 3 2 2 2 2

5 560
120 40320

A g h A g h  
  

  
при дополнительном слагае-

мом в выражении (9) оказался связан с коэффициентами 
2 3

120

A g h


и 

2 2 2 2

40320

A g h


, стоящими 

перед функциями  1f Z  и  2f Z  в точных решениях (8) и (9). Поэтому, несмотря на появле-

ние дополнительного независимого положительного параметра  , число нулевых точек мно-

гочлена (9) также не превосходит двух. Соответствующий профиль приведен на рис. 6. 

 

 

Рис. 6. Профиль фонового давления 0P  в случае выполнения условия Навье:  

при 0 0,00097S   Н/м
2
; 

42

1
120

A g h



 Н/м

2
; 

62 2 2

0,01069
40320

A g h



 Н/м

2
; 1   м 

3.4. Исследование поля давления в случае идеального скольжения 

Если длина скольжения   , то условие Навье изменит вид – вместо выражения 

  
0

0
z

U
U

z 


 


,  

входящего в группу краевых условий (6), получим (в силу предельного перехода) условие 

следующего вида: 

0

0
z

U

z 





. (10) 

В [17] было получено точное решение для фоновой температуры 0T  в случае идеаль-

ного скольжения: 

 7 5
3

0

2
35 63 5

5040
63T Z Z Z

A g h
Z    


 . (11) 
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Подставим далее выражение (11) в последнее уравнение системы (4) 

 7
2 2 2 3

5 3

0 0 5 63 5
5040

63
A

P g T Z Z
g

Z
h

Z        


  

и проинтегрируем его. В результате получим точное решение для фонового давления 0P : 

8 6
2 2 2 3

4 2

0 1

5 63 5

5040 8 6

63

24

A g h
ZP Z Z Z C

 
        


 

8 6 4 2
2

1

2 2 3

5 84 126 20
40320

A g h
Z ZZ Z C   


 

. 

(12) 

Для определения константы 1C  воспользуемся граничным условием  0 0P z h S  , 

которое в результате замены z  на Z  примет вид: 

  0 01P Z S  .  

Подставив в это условие решение (12), получим: 

  
2 2

0 1 1

2 3 2 2 2 3

5 84 126 20
4

27

0320 40320
S C

h
C

A g h A g
      

 

 
,  

откуда находим, что 
2 2 2

1 0

327

40320

A g h
C S


 


. Следовательно, выражение для фонового давления 

в случае идеального скольжения жидкости имеет вид: 

8
2 2

6 4 2

0

2 3

0 5 84 126 20 27
40320

A g h
P S Z Z ZZ      


 . (13) 

Отметим, что функция   8 6 4 25 84 126 20 27g Z ZZ Z Z     , входящая в выражение (13), 

не имеет нулей на интервале  0,1 , но при этом не является монотонной (имеет на данном 

интервале одну точку экстремума – точку 0,2947155529756107gZ  ) (рис. 7).  

 

 

Рис. 7. Профиль функции  g Z  
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Следовательно, у фонового давления (13) могут быть две нулевые точки внутри рас-

сматриваемого слоя  0,1 , причем обе эти точки находятся в окрестности точки 
gZ  (рис. 8). 

 

 

Рис. 8. Профиль фонового давления 0P  в случае идеального скольжения жидкости:  

при 0 6,87S   ; 
2 2 2 3

0,25
40320

A g h







 

 

Рис. 9. Изолинии поля давления P  

при 0 1S  ; 1 1b  ; 2 10b   

Рис. 10. Изолинии поля давления P  

при 0 1S  ; 1 1b  ; 2 0,1b   

Заметим, что стратификация фонового давления 0P  на три зоны возможная для любой 

жидкости. Используя соотношения (8) и (13), легко находим выражение для итогового поля 

давления P : 

 8 6 4 2

0 1

2 2 2
2

0

3

5 84 126 20 27
40320

1
2

A g h Ag h
ZP P Px S Z Z Z Z x         






 =  

     
2 2 2 3

4 2

0

2 21 5 74 27
40320

1
2

A g h Ag h
Z Z Z Z xS

 
   





   

(14) 
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2

2

0

4 274 27
20160

1 5
2

Ag h Ag h
Z Z Z xS

 



  


  

 
.  

Из формулы (14) следует, что распределение изолиний поля давления зависит от  

величины параметра 
0S  и коэффициентов 1 2b Ag h  ,  2

2 20160b Ag h    (рис. 9–11). 

 

 

Рис. 11. Изолинии поля давления P при 0 1S  ; 1 1b  ; 2 0,01b   

Отметим, что изменение порядка величины коэффициентов 1b , 2b  возможно за счет 

выбора жидкости, за счет изменения параметра нагрева границ и за счет варьирования тол-

щины слоя жидкости.  

4. Заключение 

В статье предложено точное решение системы уравнений Обербека–Буссинеска, 

описывающее однонаправленное течение вязкой  несжимаемой жидкости в горизонталь-

ном слое, индуцированное учетом термокапиллярного эффекта и условия проскальзы-

вания Навье. Основное внимание в статье было уделено изучению свойств поля давле-

ния. Показано, что независимо от величины длины скольжения фоновая температура 

может стратифицироваться на три зоны относительно отсчетного значения. Однако по-

ложение точек стратификации зависит от физических свойств жидкости и от значений 

параметров, определяющих краевую задачу. 
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