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An inhomogeneous analytical solution describing a stratified large-scale isothermal Ekman–

Poiseuille flow of a viscous incompressible fluid in the equatorial zone is obtained. A set of stagna-

tion points of this solution is studied. Temperature is set at the flow boundaries. Tangential stresses 

simulating the effect of wind are specified at the free boundary. The Navier slip conditions are spec-

ified on the solid surface. The solution is constructed in the form of functions, linear in horizontal 

coordinates, with the coefficients dependent on the vertical coordinate. The coefficients of the linear 

functions are obtained as polynomials. The condition of consistency of the overdetermined equation 

system describing the specified flow is obtained. The consistency condition imposes restrictions on 

the boundary conditions. It is shown that the set of stagnation points lies on a straight line. 

Keywords: viscous fluid convection, Ekman flow, Coriolis force, equator, inhomogeneous solu-

tion. 
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В работе получено неоднородное аналитическое решение, описывающее слоистое 

крупномасштабное конвективное течение Экмана вязкой несжимаемой жидкости в эквато-

риальной зоне. Исследуется множество застойных точек этого решения. На границах пото-

ка жидкости задана температура. На свободной границе заданы касательные напряжения, 

моделирующие воздействие ветра. На твердой поверхности заданы условия скольжения 

жидкости Навье.  

Решение построено в виде функций, линейных по горизонтальным координатам с ко-

эффициентами, зависящими от вертикальной координаты. Коэффициенты линейных функ-

ций получены в виде полиномов. 

Получено условие совместности переопределенной системы уравнений, описываю-

щей указанное течение. Условие совместности накладывает ограничения на граничные усло-

вия. Показано, что множество застойных точек лежит на прямой. 

Ключевые слова: вязкая жидкость конвекция, течение Экмана, сила Кориолиса, экватор, 

неоднородное решение.  

1. Введение 

Геострофическое приближение, описывающее течение жидкости по поверхности Зем-

ного шара, построено на основе равновесия градиента давления жидкости и силы Кориолиса. 

Приводя к очень простым и изящным соотношениям, это приближение играет чрезвычайно 

важную роль. Но это приближение не работает в окрестности экватора, и в экваториальной 

области требуются более сложные динамические модели [1, 2]. 

Исследование экваториальных течений является одной из важных проблем океаноло-

гии и геофизической гидродинамики. К настоящему времени отправной точкой всех иссле-

дований в геофизической гидродинамике является точное решение Экмана [3], описывающее 

стационарное изобарическое течение жидкости по равномерно вращающейся поверхности. 

Компоненты скорости течения жидкости получены в виде функций вертикальной 

пространственной координаты z . Обобщения сдвигового течения Экмана отражены в моно-

графиях [1, 2, 4, 5] и статьях [6–12]. 

В работах [6–8, 11–15] были построены решения уравнений Навье–Стокса при раз-

личных граничных условиях. В этих решениях, как и в решении Экмана, компоненты скоро-

сти зависят только от вертикальной координаты z . При таком выборе представления скоро-
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стей условие несжимаемости выполняется автоматически, и разрешающая система уравне-

ний получается совместной. 

В работах [10, 11] описаны классы решений, линейных по горизонтальным координа-

там. В работах [9, 13] построены частные случаи решений, описывающих завихренное дви-

жение жидкости, для которого условие несжимаемости выполняется автоматически. 

В настоящей работе построено аналитическое решение, описывающее слоистое круп-

номасштабное конвективное течение Экмана вязкой несжимаемой жидкости в экваториаль-

ной зоне. Решение построено в виде функций, линейных по двум горизонтальным простран-

ственным координатам с коэффициентами, зависящими от вертикальной координаты z . По-

лучено условие совместности разрешающей системы дифференциальных уравнений.  

2. Постановка задачи 

Однородным будем называть решение, в котором компоненты скорости течения жид-

кости зависят только от вертикальной пространственной координаты z . Решение, в котором 

компоненты скорости зависят от горизонтальных координат и вертикальной координаты z , 

будем называть неоднородным. Слагаемые решения, не зависящие от горизонтальных коор-

динат, будем называть фоновыми. Система уравнений, описывающая неоднородное реше-

ние, в общем случае получается переопределенной. Для обеспечения разрешимости системы 

строится «условие совместности». Условие совместности накладывает ограничения на ком-

поненты скоростей и, соответственно, на граничные условия. 

Рассмотрим конвективное течение Экмана в экваториальной зоне. При этом полагает-

ся, что широта места   мала и можно, приближенно, принять sin 0  , cos 1  . Введем ло-

кальную систему координат следующим образом: ось oz  направлена вдоль радиуса Земли, 

ось oy  – по касательной к меридиану в сторону Северного полюса, ось ox  им перпендику-

лярна и направлена по касательной к экватору. 

 

 

Рис. 1. Схема ориентации осей координат и векторов в экваториальной зоне 

В локальной системе координат  , ,x y z  при указанной широте ось вращения Земли 

параллельна оси oy . Далее будем рассматривать сдвиговое течение вязкой несжимаемой 

жидкости, полагая 0zV  . Стационарное крупномасштабное конвективное течение Экмана 
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вязкой несжимаемой жидкости с учетом двух компонент силы Кориолиса в безразмерных 

переменных описывается системой уравнений Навье–Стокса [1, 2, 9]:  

x x
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V V V

x y x
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(1) 

где ,
x y

V V  – безразмерные компоненты вектора скорости жидкости V ; безразмерные гори-

зонтальные координаты x и y определены характерным масштабом длины L , а поперечная 

координата z  – толщиной слоя жидкости h ; h L  – отношение масштабов длины;   –  

кинематическая вязкость жидкости;  – коэффициент объемного расширения жидкости; g  – 

ускорение свободного падения;  – коэффициент температуропроводности; 
m

T  – разность 

максимальной и минимальной температур;   – угловая скорость вращения Земли; P  –  

безразмерное приведенное давление; деленное на удвоенную кинетическую энергию; 
2

m
V g T L   – характерный масштаб линейной скорости; 3 2Gr

m
g T L v  – число Грасго-

фа; Ra Pr Gr  – число Рэлея; Pr  – число Прандтля;  2Ek Ro Gr L    – число  

Экмана;  Ro V L   – число Россби; оператор Лапласа в безразмерных переменных: 

2 2 2

2 2 2 2

1

x y z

  
   

    

Сила Кориолиса параллельна оси oz  локальной системы координат. Вектор скорости 

движения жидкости лежит в плоскости oxy  (рис. 1). 

Для системы (1) зададим следующие граничные условия. На границах слоя жидкости 

задана температура в виде линейной функции горизонтальных координат. На нижней по-

верхности, задаваемой уравнением 0z  ;  

0 1 20z
T A xA yA


   , (2) 

где 
0

A  – значение фоновой температуры (можно принять равным нулю); 
1

A  и 
2

A  – компо-

ненты граничного вектора градиента температуры, постоянные. На свободной поверхности, 

заданной уравнением 1z  , температура задана аналогично (2): 

0 1 21z
T B xB yB


   , (3) 

где 
0

B  – значение фоновой температуры; 
1

B  и 
2

B  – постоянные компоненты граничного век-

тора градиента температуры. 
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Предполагается, что жидкость скользит по твердой поверхности, и выполняется усло-

вие Навье [17, 18]: 

0 0x xz z
V aV

 
 , 

0 0y yz z
V aV

 
 . (4) 

Здесь штрихом обозначена частная производная соответствующей функции по пере-

менной z .  

На свободной поверхности заданы касательные напряжения [3]: 

1xV    , и 
2yV    , (5) 

моделирующие воздействие ветра, причем 1( , )x y  и 2( , )x y  являются линейными 

функциями горизонтальных координат. 

Поле давления на верхней границе представим в следующем виде: 

0 1 21z
P P Px P y


   , (6) 

где 
0

P  – значение фонового давления; 
1

P  и 
2

P  – компоненты вектора градиента давления 

жидкости, постоянные. Фоновое давление на верхней границе 
0

P  примем за отсчетное, т. е.  

будем полагать равным нулю:  

0
0P  . (7) 

3. Точное решение вблизи экватора 

Точное решение будем искать в виде [10, 11]: 

     0 1 2xV U z xU z yU z   ;      0 1 2yV V z xV z yV z   ; 

     0 1 2P P z xP z yP z   ;      0 1 2T T z xT z yT z   . 
(8) 

Подставив вид точного решения (8) в исходную систему уравнений в частных произ-

водных (1) и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях переменных x  и y , полу-

чим систему обыкновенных дифференциальных уравнений относительно двенадцати функ-

ций 0U , 0V , 1U , 1V , 2U , 2V , 0P  1P , 2P , 0T  1T , 2T : 

 2 2

1 1 2 1
Re     U U U V   ; 

 2 2

2 2 1 2
Re   V U V V   ; 

 2

2 1 2 2 2
Re       U U U U V   ; 

 2

1 1 1 1 2
Re     V U V V V  ; 

(9) 

        1 1 1 2 1   T Ra T z U z T z V z  ; 

        2 1 2 2 2   T Ra T z U z T z V z  ; 

1 1

1
Re

U T
P

Ek




  , 2 2

2
Re

U T
P

Ek




   ; 

(10) 
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 2

00 1 0 1 2
Re   U P U U U V    ; 

 2

10 2 0 1 0
Re    UV V VP U   ; 

          0 1 0 2 0   T z Ra T z U z T z V z   ; 

0 0

0
Re Ek

U T
P




   ; 

(11) 

1 2
0U V  . (12) 

Уравнение (12) – условие несжимаемости. Подставим в уравнения (9), (10) и (11) 

условие несжимаемости. В результате системы уравнений (9), (10) и (11) преобразуются в 

следующие: 

 2 2

1 1 2 1
Re   U U U V   ; 

 2 2

1 2 1 1
ReU U V U    ; 

2
0U   , 

1
0V  ; 

(13) 

        1 1 1 2 1T Ra T z U z T z V z  ; 

        2 1 2 2 1T Ra T z U z T z U z  ; 
(14) 

1 1

1
Re

U T
P

Ek




  ; 2 2

2
Re

U T
P

Ek




   ; (15) 

 2

2 00 0 11
  R  e   U U UP VU    ; 

 0 1

2

0 02 1
    Re  U V V UV P   ; 

(16) 

0 0

0
Re Ek

U T
P




   ; 

          0 1 0 2 0   T z Ra T z U z T z V z   . 

(17) 

Граничные условия (2), (3), (5) и (7) с учетом вида решения (8) преобразуются в сле-

дующие: 

   1 1
0 0U aU  ,    1 1

0 0V aV  ,    2 2
0 0U aU  ,    2 2

0 0V aV  ; (18) 

 1 11
1U   ,  1 21

1V   ,  2 12
1U   ,  2 22

1V   ; (19) 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2022 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

59 

 

 

Gorshkov A. V. and Prosviryakov E. Yu. Stagnation points of an inhomogeneous solution describing convective Ekman flow  

in the oceanic equatorial zone // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2022. – Iss. 1. – P. 52–66. –  

DOI: 10.17804/2410-9908.2022.1.052-066. 

 

   0 0
0 0U aU  ,    0 0

0 0V aV  ,  0 10
1U   ,  0 20

1V   ; 

 0 0
0T A ,  1 1

0T A ,  2 2
0T A ; 

 0 0
1T B ,  1 1

1T B ,  2 2
1T B ; 

 0
1 0P  ,  1 10

1P P ,  2 20
1P P , 

(20) 

где компоненты вектора силы трения 
1
 , 

2
  представлены как линейные функции  

горизонтальных координат 
1 10 11 12

x y       и 
2 20 21 22

x y      .  

Первое и второе уравнения подсистемы (13) будут совместны, если выполняется ра-

венство 

2

2 1 1
  0U V U  , (21) 

которое назовем условием совместности. Условие совместности накладывает ограничения на 

параметры граничных условий системы (13). 

Решения для производных скоростей 1U , 2U , 1V  и 2V  по горизонтальным переменным 

с учетом условия совместности (21) получатся в виде линейных функций переменной z. Ис-

пользуя граничные условия на твердой поверхности (18), получим решения в виде: 

 1 1
U C z a   ;  2 3

U C z a   ;  1 5
V C z a   ;  2 1 1

V U C z a      , (22) 

где 1C , 3C  и 5C  – произвольные постоянные интегрирования. Для выполнения условий сов-

местности (21) произвольные постоянные 
1

C , 
3

C  и 
5

C  должны удовлетворять соотношению 
2

1 3 5
0C C C  , а граничные условия (19), соответственно, соотношению:  

2

11 12 21
0    . (23) 

 

Рис. 2. Поверхность в пространстве параметров граничных напряжений 𝜏𝑖𝑗 
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На рис. 2 представлена поверхность в пространстве параметров граничных условий 𝜏𝑖𝑗,  

соответствующая уравнению (23). Если изображающая точка граничных условий с коорди-

натами 
 11 12 21

, ,  
 лежит на этой поверхности, то выполняется условие совместности и су-

ществует слоистое течение, принадлежащее классу решений (8), описанное в данной работе. 

В противном случае слоистое течение невозможно. 

Рассмотрим систему уравнений (14), описывающую компоненты вектора гради-

ента температуры. Умножим первое уравнение на 
1

U , второе – на 
2

U  и сложим. В ре-

зультате с учетом условия несжимаемости (12), условия совместности (21) и выражений 

для производных скоростей (22) получим соотношение, связывающее вторые производ-

ные неизвестных 
1T  и 

2T : 

   1 1 3 21
0C z a T C z a T      . 

Полученное выражение разделим на  z a   и проинтегрируем дважды по z . В ре-

зультате получится соотношение, связывающее неизвестные 1T  и 2T : 

   1 1 3 2 7 8      C T z C T z C z C   , (24) 

где 7C  и 8C  произвольные постоянные интегрирования. Разрешим полученное соотношение 

(24) относительно неизвестной 2T  и подставим в первое уравнение системы (14): 

   8 7

1

     Ra C C z a z
T





 
  . (25) 

Интегрируя уравнение (25) и используя соотношение (24), найдем компоненты гради-

ента температуры: 

 
3 2 4 3

8 7
1 10 9

  
    

2 3 6 2

C z a z C z a z
T z C C z Ra

 

    
         

    
; 

 

3 4 2 3

8 7 8 7
8 7 1 10 9

2

3

     
   

6 12  2 6

C z C z a C z aC z
C C z C C C z Ra

T z
C

 

  
        

   , 

где 9C  и 10C  – произвольные постоянные интегрирования. Из полученных выражений дела-

ем вывод, что при данной постановке задачи градиенты температуры не являются линейны-

ми функциями координаты z, как для однородного решения, а являются полиномами третье-

го порядка относительно переменной z и существенно зависят от производных скорости по 

горизонтальным координатам.  

Интегрируя уравнения системы (15), найдем компоненты градиента давления в виде: 

2 2 3 4 4 5

1 9 1 8 8 7 7
1 11 10

             
 

 2 2 6 24 24 60

a C z C z C z a C Ra z C Ra z a C Ra z C Ra z
P C C z

Ek Ek Gr



  

 
         

 
; 

2 2 2

8 1 10 7 1 9 3
2 12

5 5 5 5

  

2 2 2 

C z C C z C z C C z C z az
P C

Gr C C C C Ek
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3 4 4 5

1 8 8 7 7

5

    

6 24 24 60

RaC a C z C z a C z C z

C  

 
      

 
, 

где 11C  и 12C  – произвольные постоянные интегрирования. 

Для системы уравнений (16), описывающей фоновые компоненты скорости, проведем 

преобразования, аналогичные преобразованиям уравнений для градиентов температуры (14). 

В результате получим соотношение, связывающее вторые производные неизвестных функ-

ций 0U  и 0V : 

        2

1 0 3 0 1 2 C U z C V z Gr P z P z    . 

Интегрируя полученное равенство, найдем связь самих функций 0U  и 0V : 

         2

1 0 3 0 1 2 13 14 C U z C V z Gr P z P z dz C dz C      . (26) 

Выразим из (26) функцию 0V  и подставим в первое уравнение системы (11). Про-

интегрировав полученное соотношение, найдем выражение для фоновой компоненты 

скорости 0U :  

       7 8 7 8 1 1 10 92 2

0 16 15

5 4 2 5 (2 2  )
  

240 4 

Ra a C C C C aC C C C Ek
U C C z z

Ek

 


      
     

  

 

   2 322
1 10 1 93 4 1314

  
  

6 6 12 24 

a C C Ek C C EkC GrC Gr
z z

Ek Ek

      
       

   
 

    
2

5 2 2 28
1 3 7 8

  
(2 ) 2

120 80 

a C Ra Gr
z C C a C C Ek

Ek


  

 
       

 
 

 
  

2
6 2 2 27 8

3 1 8

 
+   +

720 180 

Ra a C C Gr
z a C C C Ek

Ek

 
 

 
   

 
 

 
2

7 3 2 27
3 1 7

 
+ 

2520 1008 

C Ra Gr
z C C C Ek

Ek




 
   

 
, 

где 
13

C , 
14

C , 
15

C  и 
16

C  - произвольные постоянные интегрирования. Возвращаясь к выраже-

нию (26), найдем выражение для фоновой компоненты скорости 0V : 
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14 1 16 13 1 15

0

3

2 3 2
1 7 8 7 8 7 8 1 10 92 3

3 3

32 3 2 32
8 1 103 43 7 1 9 1 13 31 14

3 3 3 3

5 4 2 5 2 2 (2 )

240 4 4 

 ( )    
+ + 

6 6 6 24 12 2

C C C C C C z
V

C

C Ra a C C C C C C C C C C a
z

C C Ek

C C Ca C C C C C C Gr CC C Gr
z z

Ek C C C C

    

   

  
 

       
    

  

  
    

 

     
24

5 2 2 81
3 1 7 8

3

 
4 

  
+ 2 2 

80 120 

Ek

a C RaC Gr
z C C a C C Ek

C Ek


 

 
 

 

 
      

 

 

  4 2 2
2

3 1 86 7 81

3

+ +  ( )

720 180 

Gr a C C C EkRa aC CC
z

C Ek

  
 


   
 
 

 

  5 2 2
37

3 1 7
71

3 2520 1008 

Gr C C C EkC Raz C

C Ek


  
  
 
 

. 

Получилось общее решение системы (16) при заданном виде производных скоростей (22), 

зависящее от шестнадцати произвольных постоянных. Решения для фоновой температуры и 

давления не приводятся из-за их громоздкости. Решение для температуры – полином трина-

дцатого порядка, для давления – четырнадцатого порядка. 

Заметим, что из четырех значений граничных условий (19) 11 , 12 , 21  и 22  в данной 

задаче независимы только два. На решения (22) наложены два условия: условие несжимае-

мости (12) и условие совместности (21). Из условия несжимаемости (12) следует, что 

22 11   , из условия совместности (21) – 2

21 11 12    . Очевидно, что второе условие может 

выполняться только при 12 0   или 21 0  . Если 12 0  , то и 11  должно быть равно нулю. 

При этом 21  может принимать произвольные значения. Этот случай для изотермического 

течения рассмотрен в работе [9]. 

Анализ множества застойных точек 

Застойной точкой назовем точку оси z , в которой одна из компонент вектора скоро-

сти V  обращается в ноль. Двойной застойной точкой будем называть точку, в которой обра-

щаются в ноль обе компоненты вектора скорости.  

Построим компоненты вектора скорости 
x

V  и 
y

V  согласно виду решения (8) с подста-

новкой выражений (22) и учетом граничных условий (19). В результате получим: 

   0 11 12
( )

x
V U z x z a y z a        ;    0 21 11

( )
y

V V z x z a y z a        . 

1. Пусть в точке 
*z z  фоновые слагаемые компонент скорости обращаются в ноль: 

*

0
( ) 0U z   и *

0
( ) 0V z  . 

Тогда координаты застойных точек на плоскости 
*z z  определяются системой урав-

нений: 
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   * *

11 12
0x z a y z a       ; 

   * *

21 11
0x z a y z a       . 

(27) 

Получилась линейная система алгебраических однородных уравнений относительно 

переменных x и y. Но определитель этой системы в силу условия совместности (21) обраща-

ется в ноль. Так как система однородная, то она имеет бесконечно много решений, лежащих 

на прямой, определяемой уравнением: 

11 12
0x y   . (28) 

На приведенном ниже рисунке показаны линии тока жидкости на плоскости перемен-

ных x и y при 
* 0,7725z   и следующих значениях параметров системы и граничных условий:  

1 2 1 2 12 21
70,0,  25,0,  20,1,  22,7584,  1,3,  1,0,  

0,0001,  10,0,  

B B

Ek Gr Ra

            

 
 (29) 

 

 

Рис. 3. Линии тока на плоскости x и y при 
* 0,7725z   

Множество застойных точек выделено на рис. 3 красной линией. 

2. Пусть в точке 
*z z  фоновые слагаемые компонент скорости в ноль не обращают-

ся, застойных точек фоновых слагаемых компонент скорости нет:  

*

0
( ) 0U z   и *

0
( ) 0V z  . 

Координаты застойных точек на плоскости ,x y  удовлетворяют системе линейных  

алгебраических неоднородных уравнений относительно переменных x и y: 

     

     

* * *

11 12 0

* * *

21 11 0

;

.

x z a y z a U z

x z a y z a V z

   

   

    

    
 (30) 

Но определитель этой системы, как и системы (27), в силу условия совместности (21) 

обращается в ноль. Как известно, решение такой системы существует, если правые части 

удовлетворяют условию совместности: 
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* *

11 0 12 0
( ) ( ) 0U z V z   . (31) 

Решение при этом не единственно. Множество решений образует на плоскости *z z  

прямую линию, координаты точек которой удовлетворяют уравнению: 

*

0

11 12 *

( )U z
x y

z a
 


  


. 

Пусть условие совместности (31) при заданных значениях параметров (29) и заданном 

значении 
*z  не выполняется. Тогда рассмотрим соотношение (31) как уравнение относительно 

какого-либо параметра граничных условий задачи. В приведенном ниже примере (рис. 4) гра-

ничное условие 2
B

 для компоненты градиента давления получено как решение уравнения (31). 

 

 

Рис. 4. Линии тока на плоскости x и y при 
* 0,7z   

При наборе (29) параметров граничных условий (18), (19) и (20) и системы уравнений 

(9), (10) и (11) при относительной глубине 
* 0,7z   однородное решение не имеет застойной 

точки, так как свободные члены компонент скоростей не обращаются в ноль (рис. 4). В дан-

ном примере граничная компонента градиента температуры 
2

B  определена как решение 

условия совместности (31). Линия застойных точек (жирная линия) не проходит через начало 

координат плоскости переменных x и y. Таким образом, существование застойных точек за-

висит от горизонтальных градиентов температуры, заданных на границе. 

3. Пусть при заданном значении 
*z  в ноль обращается только одна из компонент фо-

новых слагаемых скорости (простая застойная точка). Например *

0
( ) 0U z   и *

0
( ) 0V z  .  

Тогда получим следующие  выражения скоростей: 

   

     

* *

11 12

* * *

0 21 11

;

,

x

y

V x z a y z a

V V z x z a y z a
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а система уравнений, определяющая застойные точки примет вид: 

   

     

* *

11 12

* * *

21 11 0

0;

.

x z a y z a

x z a y z a V z

   

   

   

    
 (32) 

Определитель системы (32), как и систем (27) и (30), равен нулю. Для существования 

решения системы (32) должно выполняться условие совместности: 

 *

0 11
0V z    или  *

0 12
0V z   . (33) 

В этом случае должно выполняться одно из условий:  

a) *

0
( ) 0V z   и приходим к случаю 1; 

b) 
12

0  , но тогда из условия (23) следует 
11

0   и первое уравнение системы (33) 

вырождается; 

c) 
11

0  , из условия совместности (23) следует: или 
12

0   или 
21

0   и левая часть 

одного из уравнений (33) обращается в тождественный ноль. 

Таким образом, застойные точки могут появляться на заданной глубине, если на этой 

глубине существует двойная застойная точка фоновых слагаемых скорости или застойных 

точек фоновых слагаемых нет.  

4. Заключение 

В работе построено неоднородное аналитическое решение, описывающее конвектив-

ное течение вязкой несжимаемой жидкости в экваториальной зоне с учетом двух компонент 

силы Кориолиса. Решение для экваториальной зоны, в отличие от решения для средних ши-

рот [6], представлено в виде полиномов высокого порядка. Исследовано множество застой-

ных точек решения. Показано, что линия застойных точек на заданной глубине существует, 

если существует двойная застойная точка фоновых компонент скорости, или застойные точ-

ки отсутствуют. 
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