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The article presents a new class of exact solutions to the system of Navier–Stokes equations, 

which allows one to take into account the nonlinear distribution of the pressure field and the influ-

ence of external volumetric forces, as well as the possibility of horizontal fluid outflow/inflow when 

modeling its vertical motion. This class is a generalization of the Lin–Sidorov–Aristov class, which 

assumes the linear distribution of two projections of the fluid flow velocity vector along a part  

of the coordinates and the independence of the third projection of the velocity vector from these co-

ordinates.  
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ЖИДКОСТИ В ПОЛЕ МАССОВЫХ СИЛ 

Н. В. Бурмашева
а)*

, Е. Ю. Просвиряков
б)

 

Институт машиноведения УрО РАН,  

34, ул. Комсомольская, г. Екатеринбург, Российская Федерация 

а)
 https://orcid.org/0000-0003-4711-1894  nat_burm@mail.ru; 

б)
 https://orcid.org/0000-0002-2349-7801  evgen_pros@mail.ru 

*Ответственный автор. Электронная почта: nat_burm@mail.ru  

Адрес для переписки: ул. Комсомольская, 34, Екатеринбург, Российская Федерация 

Тел.: +7 (343) 375–35–76; факс: +7 (343) 374–53–30 

В статье представлен новый класс точных решений системы уравнений Навье–Стокса, 

позволяющий учитывать нелинейное распределение поля давления и влияние внешних объ-

емных сил, а также принимать во внимание возможность горизонтального оттока/притока 

жидкости при моделировании ее движения в вертикальном направлении. Данный класс явля-

ется обобщением класса Линя–Сидорова–Аристова, предполагающего линейное распределе-

ние двух проекций вектора скорости течения жидкости по части координат и независимость 

от этих координат третьей проекции вектора скорости.  

Ключевые слова: класс точных решений, уравнение Навье–Стокса, переопределенная си-

стема, поле массовых (объемных) сил. 

1. Введение 

Течение реальных жидкостей не изолировано от влияния окружающего мира. Любое 

течение жидкости подвержено влиянию незримых полей, наличие которых тем не менее ре-

гистрируется соответствующей аппаратурой. Примером такого поля является поле тяготе-

ния. Помимо силы тяжести большое влияние на характеристики течения оказывают также 

магнитное и электрическое поля, особенно когда речь идет о течении ферромагнитных жид-

костей [1–20]. Жидкости такого типа не существуют в природе, они были созданы искус-

ственным путем посредством добавления измельченного магнитного материала в жидкость-

носитель при поиске способов перемещения ракетного топлива в условиях низкой гравита-

ции [5]. Ввиду структуры данного типа сред (твердые частицы + жидкость-носитель) оказы-

вается принципиально важным также учитывать и распределение поля концентрации твер-

дых частиц, входящих в состав. Таким образом, класс силовых и других полей, индуцирую-

щих движение жидкости, а значит, и влияющих на ее кинематические характеристики, до-

статочно широк. Кроме того, интенсивность указанных полей имеет существенно неодно-

родное и нелинейное распределение в пространстве, что также приводит к необходимости 

учета этих факторов в соотношениях, описывающих динамику жидкостей. 

Традиционно при описании течений вязких жидкостей используется модель несжимае-

мой вязкой жидкости, состоящая из уравнения Навье–Стокса и уравнения несжимаемости  

[21–24]. Кроме того, довольно распространенным является подход, основанный на гипотезе Бус-

синеска [25–30], суть которого заключается в замене плотности жидкости линейной функцией 

приращения температуры (и/или концентрации в общем случае) в представлении для силы тя-

жести. При этом в случае изотермического процесса (за счет нулевого приращения температу-

mailto:nat_burm@mail.ru
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ры) получается, что член уравнения Навье–Стокса, отвечающий за влияние силы тяжести,  

отбрасывается. На самом деле это не так, влияние гравитации на параметры течения сохраняет-

ся. Оно пропадает только в случае движения жидкости в условиях невесомости. При отсутствии 

гравитации (или при микрогравитации) на первый план как раз выходят электрические и маг-

нитные воздействия на жидкость, а также воздействия инерционной природы. Система уравне-

ний указанной математической модели является квадратично нелинейной, что значительно за-

трудняет нахождение точных решений, поскольку не всегда очевидным является даже факт  

существования решения, не говоря уже о том, какова его структура. 

Основным подходом в этом направлении считается метод построения семейств точ-

ных решений уравнений гидродинамики. Одними из первых точных решений были решения 

Куэтта [31], Пуазейля [32] и Стокса, описанные им в виде двух задач [33]. Эти решения яв-

ляются частными случаями класса, объединяющего функции, линейные по части координат: 

       1 2, , , , , ,xV x y z t U z t u z t x u z t y   ; 

       1 2, , , , , ,yV x y z t V z t v z t x v z t y   ; 

 ,zV W z t . 

(1) 

Класс (1) был предложен для задач магнитной гидродинамики Линем [34]. Достоин-

ством данного класса является относительно простая структура, если говорить о зависимости 

от пространственных координат x, y, но при этом данный класс способен описывать суще-

ственно трехмерные течения со сложной динамикой за счет зависимости общего вида от вер-

тикальной координаты z и временной координаты t. Однако при всех его положительных 

сторонах предложенный класс не учитывает влияние внешних массовых сил и наличие про-

странственных ускорений [35] для вертикальной скорости Vz. 

Класс Линя широко распространен и при решении задач конвекции [36, 37] и задач 

термодиффузии [38]. Стоит отметить, что при рассмотрении этих проблем значительно 

усложняются сами уравнения определяющей системы (по сравнению с изотермическим слу-

чаем) ввиду учета дополнительных (тепловых, концентрационных) факторов, а также увели-

чивается число соотношений, входящих в базовую систему уравнений: добавляются уравне-

ние теплопроводности и/или уравнение, описывающее изменение концентрации при течении 

жидкости. Это приводит к тому, что в случае неизотермических задач исследователи пре-

имущественно рассматривают частные случаи класса Линя, в которых либо игнорируют вер-

тикальную скорость [39, 40], либо полагают равными нулю некоторые (или все) простран-

ственные ускорения [41, 42], либо принимают оба упрощения совместно [43–50].  

В настоящей работе приводится класс точных решений, обобщающий семейство (1)  

за счет учета неоднородности распределения третьей компоненты вектора скорости и пред-

ставления давления и внешнего поля объемных сил в виде полной кубики от двух простран-

ственных координат с зависимостями общего вида их коэффициентов от времени и третьей 

пространственной координаты.  

2. Постановка задачи 

Нестационарное изотермическое течение вязкой несжимаемой жидкости, движущейся 

в силовом поле, описывается уравнением Навье–Стокса, дополненным уравнением несжима-

емости [21–24]: 

 , P
t


    



V
+ V V V F ; (2) 

 , 0 V . (3) 
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В уравнении Навье–Стокса (2) и уравнении несжимаемости (3) приняты обозначения: 

 , ,x y zV V VV =  – вектор скорости; P  – нормированное на постоянную плотность жидко-

сти отклонение давления от гидростатического значения;   – кинематическая (молеку-

лярная) вязкость жидкости;  , ,x y zF F FF =  – вектор объемной (массовой) силы; 

 , ,x y z         – оператор Гамильтона;  , x y zV V V
x y z

   
    

   
V  – конвективная 

производная; 
2 2 2 2 2 2x y z         – оператор Лапласа. Заметим, что при записи урав-

нений (2) поле массовых сил F  не является потенциальным. Без ограничения общности по-

лагаем, что оно соленоидально. Если поле является потенциальным, то его учет можно реа-

лизовать, вводя модифицированное давление [26, 51].  

Координатная форма записи системы уравнений (2)–(3) имеет вид:  

2 2 2

2 2 2

x x x x x x x
x y z x

V V V V V V VP
V V V F

t x y z x x y z

       
        

        
+ ; (4) 

2 2 2

2 2 2

y y y y y y y

x y z y

V V V V V V VP
V V V F

t x y z y x y z

       
                 

+ ; (5) 

2 2 2

2 2 2

z z z z z z z
x y z z

V V V V V V VP
V V V F

t x y z z x y z

       
        

        
+ ; (6) 

0
yx z

VV V

x y z

 
  

  
. (7) 

Каждое из уравнений системы (4)–(7) определяет связь между неизвестными этой си-

стемы, в роли которых выступают компоненты , ,x y zV V V  вектора скорости и поле давления 

P  при известном распределении массовой силы F . Данные связи преимущественно имеют 

нелинейный характер, определяемый членами конвективной производной.  

3. Класс точных решений 

Течения реальных жидкостей характеризуются неоднородным распределением кине-

тико-силовых параметров внутри и на границах области течения. По этой причине будем  

искать точное решение уравнений (4)–(7) в виде следующих форм [40, 52–69]: 

     1 2, , ,xV U z t u z t x u z t y   ; 

     1 2, , ,yV V z t v z t x v z t y   ; 

     1 2, , ,zV W z t w z t x w z t y   ; 

           
2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,
2 2

x y
P P z t P z t x P z t y P z t P z t xy P z t        

       
3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,
6 2 2 6

x x y y
P z t P z t y P z t x P z t    ; 
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           2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,x x x x x x

xF F z t F z t x F z t y F z t x F z t xy F z t y        

       3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,x x x xF z t x F z t x y F z t xy F z t y    ; 

           2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,y y y y y y

yF F z t F z t x F z t y F z t x F z t xy F z t y        

       3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,y y y yF z t x F z t x y F z t xy F z t y    ; 

 

           2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,z z z z z z

zF F z t F z t x F z t y F z t x F z t xy F z t y        

       3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,z z z zF z t x F z t x y F z t xy F z t y    . 
(8) 

Поскольку коэффициенты распределений (8) зависят только от двух переменных – 

времени t  и вертикальной координаты z , условимся всюду далее обозначать производную 

по времени точкой, а производную по пространственной координате z – штрихом. 

Вначале осуществим подстановку выражений (8) в уравнение несжимаемости (7): 

     1 2 1 2 1 2
0

U u x u y V v x v y W w x w y

x y z

        
  

  
; 

1 2 1 2 0u v W w x w y       . 

С учетом независимости координат выбранной декартовой системы с необходимо-

стью следует вывод о том, что пространственные ускорения 1w , 2w  могут зависеть только от 

времени t , при этом однородная составляющая скорости должна удовлетворять следующему 

дифференциальному уравнению: 

1 2( )W u v    . (9) 

На основании полученных выводов можем внести корректировку в структуру рас-

сматриваемого класса (8): 

 

     1 2, , ,xV U z t u z t x u z t y   ; 

     1 2, , ,yV V z t v z t x v z t y   ; 

     1 2,zV W z t w t x w t y   ; 

           
2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,
2 2

x y
P P z t P z t x P z t y P z t P z t xy P z t        

       
3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,
6 2 2 6

x x y y
P z t P z t y P z t x P z t    ; 

           2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,x x x x x x

xF F z t F z t x F z t y F z t x F z t xy F z t y        

       3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,x x x xF z t x F z t x y F z t xy F z t y    ; 

           2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,y y y y y y

yF F z t F z t x F z t y F z t x F z t xy F z t y        

       3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,y y y yF z t x F z t x y F z t xy F z t y    ; 

 

           2 2

0 1 2 11 12 22, , , , , ,z z z z z z

zF F z t F z t x F z t y F z t x F z t xy F z t y        (10) 
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       3 2 2 3

111 112 122 222, , , ,z z z zF z t x F z t x y F z t xy F z t y    . 

Подставим далее уточненный класс (10) в первое уравнение Навье–Стокса (4) и вычислим 

соответствующие производные: 

      1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2U u x u y U u x u y u V v x v y u W w x w y U u x u y              +  

 
2 2

1 11 12 111 112 122 1 2
2 2

x y
P P x P y P P xy P U u x u y
 

             
 

 

2 2 3 2 2 3

0 1 2 11 12 22 111 112 122 222

x x x x x x x x x xF F x F y F x F xy F y F x F x y F xy F y          . 

Учитывая независимость пространственных переменных , ,x y z , данное уравнение  

эквивалентно системе дифференциальных уравнений в частных производных: 

1 2 1 0

xU Uu Vu WU P U F      + ; 
2

1 1 2 1 1 1 11 1 1

xu u u v Wu U w P u F        + ; 

2 1 2 2 2 2 2 12 2 2

xu u u u v Wu U w P u F        + ; 

111
1 1 11

2

xP
w u F    ; 

1 2 2 1 112 12

xwu w u P F     ; 

122
2 2 22

2

xP
w u F    ,

111 112 122 222 0x x x xF F F F    . 

(11) 

Аналогичным образом подстановка класса (10) во второе уравнение Навье–Стокса (5) 

приводит к следующей системе уравнений: 

1 2 2 0

yV Uv Vv WV P V F        ; 

1 1 1 1 2 1 1 12 1 1

yv u v v v Wv V w P v F          ; 
2

2 2 1 2 2 2 22 2 2

yv u v v Wv V w P v F        + ; 

112
1 1 11

2

yP
w v F    ; 

1 2 2 1 122 12

ywv w v P F     ; 

222
2 2 22

2

yP
w v F    ; 

111 112 122 222 0y y y yF F F F    . 

(12) 

В результате подстановки класса точных решений (10) в последнее уравнение Навье–

Стокса получим систему вида:  

1 2 0 0

zW Uw Vw WW P W F         ; 

1 1 1 1 2 1 1 1

zw u w v w wW P F      ; 

2 2 1 2 2 2 2 2

zw u w v w w W P F    + ; 

11 112 zP F  , 12 12

zP F  , 22 222 zP F  ; 

(13) 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

16 

 

 

Burmasheva N. V., Prosviryakov E. Yu. A class of exact solutions with spatial acceleration for the description of viscous  

incompressible fluid flows in the field of mass forces // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 

2021. – Iss. 1. – P. 6–25. – DOI: 10.17804/2410-9908.2021.1.006-025. 

 

111 1116 zP F  , 
112 1122 zP F  , 

122 1222 zP F  , 
222 2226 zP F  . 

Таким образом, система уравнений (4)–(7) сводится к системе двадцати трех уравне-

ний (9), (11), (12), (13) для определения девятнадцати компонент форм (10): 

 

1 2 1 0

xU Uu Vu WU P U F      + ; 
2

1 1 2 1 1 1 11 1 1

xu u u v Wu U w P u F        + ; 

2 1 2 2 2 2 2 12 2 2

xu u u u v Wu U w P u F        + ; 

111
1 1 11

2

xP
w u F    ; 

1 2 2 1 112 12

xwu w u P F     ; 

122
2 2 22

2

xP
w u F    ; 

1 2 2 0

yV Uv Vv WV P V F        ; 

1 1 1 1 2 1 1 12 1 1

yv u v v v Wv V w P v F          ; 
2

2 2 1 2 2 2 22 2 2

yv u v v Wv V w P v F        + ; 

112
1 1 11

2

yP
w v F    ; 

1 2 2 1 122 12

ywv w v P F     ; 

222
2 2 22

2

yP
w v F    , 

1 2 0 0

zW Uw Vw WW P W F         ; 

1 1 1 1 2 1 1 1

zw u w v w wW P F      ; 

2 2 1 2 2 2 2 2

zw u w v w w W P F    + ; 

11 112 zP F  , 12 12

zP F  , 22 222 zP F  ; 

111 1116 zP F  , 112 1122 zP F  , 122 1222 zP F  , 222 2226 zP F  ; 

1 2( )W u v    . 

(13) 

Напомним, что кубические слагаемые в разложениях xF  и yF  полагаются тожде-

ственно равными нулю, так как из уравнений редуцированных систем (11) и (12) непосред-

ственно следует равенство нулю коэффициентов 111 112 122 222, , ,x x x xF F F F  и 111 112 122 222, , ,y y y yF F F F . 

Также подчеркнем, что последние уравнения подсистемы (13) требуют согласованно-

сти вида коэффициентов при нелинейных членах поля давления и структуры коэффициен-

тов, определяющих вектор объемных сил F , по вертикальной координате z , но допускают 

зависимости произвольного вида по временной переменной t. 

Важным частным случаем течений вязкой несжимаемой жидкости являются устано-

вившиеся течения. Такие течения характеризуются тем, что гидродинамические поля не за-

висят от времени t. Это приводит к тому, что в уравнениях переопределенной системы (14) 

пропадают члены, содержащие частные производные по времени: 

 

1 2( )W u v    ; 

1 2 1 0

xUu Vu WU P U F       ; 
(15) 
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2

1 2 1 1 1 11 1 1

xu u v Wu U w P u F         ; 

1 2 2 2 2 2 12 2 2

xu u u v Wu U w P u F         ; 

111
1 1 11

2

xP
w u F    ; 

1 2 2 1 112 12

xwu w u P F     ; 

122
2 2 22

2

xP
w u F    ; 

1 2 2 0

yUv Vv WV P V F       ; 

1 1 1 2 1 1 12 1 1

yu v v v Wv V w P v F         ; 
2

2 1 2 2 2 22 2 2

yu v v Wv V w P v F         ; 

112
1 1 11

2

yP
w v F    ; 

1 2 2 1 122 12

ywv w v P F     ; 

222
2 2 22

2

yP
w v F    ; 

1 2 0 0

zUw Vw WW P W F        ; 

1 1 1 2 1 1 1

zu w v w wW P F     ; 

2 1 2 2 2 2 2

zu w v w w W P F     ; 

11 112 zP F  , 
12 12

zP F  , 
22 222 zP F  ; 

111 1116 zP F  , 
112 1122 zP F  , 

122 1222 zP F  , 
222 2226 zP F  . 

При этом свойство переопределенности наследуется от системы (14). Этот факт объ-

ясняется тем, что рассматриваемое свойство стационарности потока не меняет ни число не-

известных функций, ни число уравнений, а лишь немного упрощает вид последних.  

4. Условие разрешимости 

В системе дифференциальных уравнений (14) число неизвестных значительно меньше 

числа соотношений для их вычисления. Таким образом, имеет место переопределенность си-

стемы определяющих соотношений (15). В этом случае залогом успешного интегрирования 

рассматриваемой системы (нахождения нетривиального ее решения) является подбор усло-

вий совместности, удовлетворение которым гарантировало бы попарную непротиворечи-

вость уравнений системы.  

Один из очевидных вариантов таких условий (необязательно единственных) связан с 

тем фактом, что в системе (14) (или его модификации (15)) слагаемое 112P  давления P  опре-

деляется из двух уравнений: 

1 2 2 1 112 12

xwu w u P F     , 112
1 1 11

2

yP
w v F    . 
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Таким образом, должно быть справедливо равенство 

1 2 2 1 12 1 1 112 2x ywu w u F wv F      . 

После однократного интегрирования данного соотношения по пространственной  

переменной z  получим связь между пространственными ускорениями: 

   1 2 2 1 1 1 12 112 2x ywu w u wv F F dz t     . 

Аналогичным образом после изучения структуры уравнений  

122
2 2 22

2

xP
w u F    , 

1 2 2 1 122 12

ywv w v P F     , 

определяющих слагаемое 122P , получим еще одно ограничение на выбор вида простран-

ственных ускорений:  

   1 2 2 1 2 2 12 222 2y xwv w v w u F F dz t     . 

Здесь  t  и  t  – произвольные функции времени t . 

5. Течение Стокса 

Рассмотрим ползущее течение вязкой несжимаемой жидкости в приближении Стокса [33]. 

Пренебрегая в уравнении (1) конвективной производной  ,V V , получим линейную вер-

сию уравнений Навье–Стокса – систему Стокса [26]: 

P
t


  



V
V + F . 

В координатной форме это уравнение принимает следующий вид: 

 
2 2 2

2 2 2

x x x x
x

V V V VP
F

t x x y z

    
      

     
; 

2 2 2

2 2 2

y y y y

y

V V V VP
F

t y x y z

    
            

; 

2 2 2

2 2 2

z z z z
z

V V V VP
F

t z x y z

    
      

     
. 

 

(16) 

Уравнение несжимаемости (7) остается неизменным. 

Подстановка класса (10) в систему (16) приводит к системе: 

 

1 2( )W u v    ; 

1 0

xU P U F    ; 

1 11 1 1

xu P u F    ; 

(17) 
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2 12 2 2

xu P u F    ; 

2 0

yV P V F    ; 

1 12 1 1

yv P v F    ; 

2 22 2 2

yv P v F    ; 

0 0

zW P W F     ; 

1 1 1

zw P F   ; 

2 2 2

zw P F   ; 

 

11 112 zP F  , 
12 12

zP F  , 
22 222 zP F  ; 

111 112 xP F , 
112 12

xP F , 
122 222 xP F ; 

112 112 yP F , 
122 12

yP F , 
222 222 yP F ; 

111 1116 zP F  ; 
112 1122 zP F  ; 

122 1222 zP F  ; 
222 2226 zP F  . 

 

(18) 

Отметим, что уравнения подсистемы (18) позволяют определить вид (в квадратурах) 

нелинейных компонент поля давления по известному распределению поля массовых сил,  

а также получить дополнительные ограничения на коэффициенты кубических слагаемых, 

определяющих структуру проекций вектора объемных сил F : 

 

11 112 zP F dz  ; 

12 12

zP F dz  ; 

22 222 zP F dz  ; 

111 11 1112 6x zP F F dz   ; 

112 12 11 1122 2x y zP F F F dz    ; 

122 22 12 1222 2x y zP F F F dz    ; 

222 22 2222 6y zP F F dz   . 

 

(19) 

6. Плоское течение Стокса 

Рассмотрим в качестве примера частный случай, полагая скорость 0yV  . При этом 

система (17) упрощается, а группа соотношений (19) дополняется рядом новых равенств: 

 

1W u   ; 

1 0

xU P U F    ; 

1 11 1 1

xu P u F    ; 

2 12 2 2

xu P u F    ; 

0 0

zW P W F     ; 

1 1 1

zw P F   ; 

2 2 2

zw P F   ; 

(20) 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

20 

 

 

Burmasheva N. V., Prosviryakov E. Yu. A class of exact solutions with spatial acceleration for the description of viscous  

incompressible fluid flows in the field of mass forces // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 

2021. – Iss. 1. – P. 6–25. – DOI: 10.17804/2410-9908.2021.1.006-025. 

 

2 0

yP F ; 

11 112 zP F dz  ; 

12 1 12

y zP F F dz   ; 

22 2 222y zP F F dz   ; 

111 11 1112 6x zP F F dz   ; 

112 12 11 1122 2x y zP F F F dz    ; 

122 22 12 1222 2x y zP F F F dz    ; 

222 22 2222 6y zP F F dz   . 

 

(21) 

Уравнения (20)–(21) описывают установившееся плоское течение Стокса (течение 

Стокса вдоль плоскости Oxz ).  

Отметим, что переход к частному случаю 0yV   привел к тому, что переопределенная 

система стала недоопределенной: в систему (20) входят семь уравнений для определения 

восьми неизвестных функций – шести компонент поля скорости, фонового давления 0P   

и пространственного градиента 1P . Рассмотрим ее более подробно. 

Уравнение 
2 2 2

zw P F    подсистемы (20) можно переписать в силу первого соотно-

шения подсистемы (21): 

 2 2 2 2 0

z z yw P F F F
     . 

Получившееся уравнение является линейным неоднородным обыкновенным диф-

ференциальным уравнением с постоянными коэффициентами относительно простран-

ственного ускорения 2w  (при известном распределении массовых сил). Его решение лег-

ко находится: 

 2 2 0

z yw F F dt
 

  
 
 , 

поэтому всюду далее можно считать компоненту 2w  известной функцией. 

Уравнения 
1 11 1 1

xu P u F    , 
2 12 2 2

xu P u F     системы (20) являются нестацио-

нарными уравнениями типа неоднородного одномерного уравнения теплопроводности, ре-

шение которого находится методом декомпозиции. Интегрирование уравнений такого типа 

производится с помощью стандартных методик, поэтому сам алгоритм интегрирования здесь 

не приводится, и всюду далее мы считаем пространственные ускорения 1 2,u u  известными 

функциями. Зная вид пространственного ускорения 1u , определяем вид однородной компо-

ненты вертикальной скорости: 

1W u dz  . 
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Затем это выражение подставляем в уравнение 
0 0

zW P W F      и определяем  

фоновое давление 0P : 

 0 0

zP W F W dz    . 

Таким образом, остались два уравнения (
1 0

xU P U F     и 
1 1 1

zw P F   ) подси-

стемы (20), связывающие три неизвестных функции – продольный градиент давления 1P , 

скорость U  и пространственное ускорение 1w . Заметим, что сложившаяся ситуация обосно-

вывается недоопределенностью системы. Таким образом, для получения решения этих двух 

уравнений необходимо знание дополнительных фактов о структуре хотя бы одной из трех 

указанных функций, например, о продольном градиенте 1P  поля давления P .  

7. Заключение 

В статье приведен новый класс точных решений уравнений Навье–Стокса, описыва-

ющий изотермические течения вязких жидкостей в поле массовых сил. Отличительной осо-

бенностью указанных решений является трехмерное представление для вертикальной ком-

поненты вектора скорости, а также кубическое представление для поля давления и поля объ-

емных сил. Получена редуцированная система дифференциальных уравнений как для случая 

установившихся, так и неустановившихся течений. Обсуждены некоторые вопросы совмест-

ности получаемых соотношений. Показано, что данные системы допускают аналитическое 

интегрирование, при том однозначным образом.  
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