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An analytical method for determining the stress state in elastic bodies with a cavity is de-

veloped. The technique is based on using solutions to problems of the theory of elasticity for two 

simply connected regions, namely, for a body without a cavity and a space that is the exterior  

of a cavity. Special operator equations are obtained to determining the required stresses in a multi-

ply connected body. An iterative method for solving these operator equations is proposed. A con-

vergence of successive approximations is proved. An illustrative example is provided. 

Keywords: multiply connected body, stress state, operator equation, successive approximation,  

iteration convergence. 
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Разработан аналитический метод определения напряженного состояния в упругих  

телах с полостью. Методика основана на использовании решений задач теории упругости 

для двух односвязных областей, а именно, для тела без полости и пространства, являющегося 

внешностью полости. Получены специальные операторные уравнения, решения которых  

определяют искомые напряжения в неодносвязном теле. Предложен итерационный метод 

решения данных операторных уравнений. Доказана сходимость последовательных прибли-

жений. Приведен иллюстрированный пример. 

Ключевые слова: неодносвязное тело, напряженное состояние, операторное уравнение,  

последовательные приближения, сходимость итераций. 

1. Введение 

Многие элементы конструкций имеют отверстия конструктивного или технологиче-

ского назначения. Для оценки надежности, прочности и долговечности таких конструктив-

ных элементов необходимо знать их напряженное состояние, поскольку оно существенно 

неоднородное и возле отверстий появляются зоны концентрации напряжений, где и начи-

нается процесс разрушения [1–3]. Из последних работ по этой тематике можно отметить 

исследования [4–8]. Таким образом, отверстия (полости) оказывают определяющее влияние 

на работоспособность изделий. Поэтому для оценки прочности деталей необходимо решать 

краевые задачи теории упругости для неодносвязных областей, на внешних границах кото-

рых заданы силы. С практической точки зрения возможно воспользоваться различными 

численными методами, например методом конечных элементов. Однако для понимания 

свойств уравнений и полученных решений, а также для тестирования численных методов 

необходимо во многих случаях иметь аналитические решения. Особенно, когда коэффици-

ент концентрации напряжений слишком велик. В работе предложен алгоритм расчета 

напряжений в упругих телах с полостями. Построены соответствующие операторные урав-

нения, разработан итерационный метод их решения и доказана сходимость итераций к точ-

ному аналитическому решению задачи. 

2. Постановка задачи 

Пусть в трехмерном евклидовом пространстве 𝐸3 имеются два односвязных тела: 𝑉1, 

ограниченное кусочно-гладкой поверхностью Γ1, и 𝑉2, ограниченное кусочно-гладкой  

поверхностью Γ2. Причем 𝑉2 ⊂ 𝑉1. Составим неодносвязное тело 𝑉 = 𝑉1\𝑉2, т. е. 𝑉2 – это  

полость в области 𝑉1 (рисунок). 
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Неодносвязное тело 

Свойства материала в данных областях определяются однородным изотропным сим-

метричным тензором четвертого ранга модулей упругости 𝐶 [9]. В дальнейшем полагаем, что 

этот тензор распространен на все пространство 𝐸3. Требуется найти напряженное состояние 

в неодносвязном теле 𝑉, если на его границах Γ1 и Γ2 заданы системы уравновешенных 

внешних сил, соответственно 𝑡1 и 𝑡2, объемные силы отсутствуют. 

Напряженно-деформированное состояние в теле 𝑉 определяется решением системы 

уравнений краевой задачи теории упругости, которая в инвариантной форме имеет вид [10]: 

∇ ∙ 𝜎 = 0;   𝜀 = def 𝑢 ;    𝜎 = 𝐶 ∙ 𝜀, (1) 

с граничными условиями 

𝜎 ∙ 𝑛1|Γ1
= 𝑡1;     𝜎 ∙ 𝑛2|Γ2

= 𝑡2. (1) 

Здесь первая группа уравнений – это уравнения равновесия; 𝜎 – симметричный тен-

зор второго ранга напряжений; ∇ – оператор Гамильтона [6], точкой обозначено скалярное 

произведение тензора напряжений на оператор ∇ (вектор Гамильтона). Вторая группа 

уравнений – соотношения Коши (𝜀 – симметричный тензор второго ранга деформаций;  

𝑢 – вектор перемещений). Третья группа уравнений – это закон Гука, связывающий тензо-

ры напряжений и деформаций (двумя точками обозначено двойное скалярное произведение 

тензора четвертого ранга с тензором второго ранга [10, 11]). Вектор 𝑛1 – единичный вектор 

внешней нормали к поверхности Γ1; 𝑛2 – единичный вектор внешней нормали к поверхно-

сти Γ2, направленный в сторону области 𝑉2. Точкой обозначено скалярное произведение 

тензора напряжений на вектор внешней нормали. 

3. Метод решения 

Пусть известны алгоритмы решений системы уравнений (1) для односвязной области 

𝑉1 с произвольными граничными условиями на поверхности Γ1, а именно 𝜎 ∙ 𝑛1|Γ1
= 𝑔𝑛  

(или 𝜎 ∙ 𝑛1 = 𝑔𝑛), и для области 𝑉3 = 𝐸3\𝑉2 (внешность поверхности Γ2) с произвольными 

условиями на поверхности Γ2, а именно 𝜎 ∙ 𝑛2|Γ2
= 𝑝𝑚 (или 𝜎 ∙ 𝑛2 = 𝑝𝑚). То есть, известны 

линейные отображения (операторы)  

𝐴1:  𝑔𝑛 → 𝜎1
𝑛;       𝐴2:  𝑝𝑚 → 𝜎2

𝑚, 

где 𝜎1
𝑛 и 𝜎2

𝑚 – тензоры напряжений, являющиеся решениями соответствующих краевых  

задач для областей 𝑉1 и 𝑉3. Решение сформулированной выше задачи для несвязанной обла-

сти 𝑉 можно представить в виде суммы: 
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𝜎(𝑥) =  𝜎1
′(𝑥) + 𝜎2

′(𝑥),    𝑥 ∈ 𝑉, 

где тензоры напряжений должны быть таковы, что выполняются условия 

𝑛1 ∙ 𝜎1
′ + 𝑛1 ∙ 𝜎2

′ = 𝑡1; (2) 

𝑛2 ∙ 𝜎1
′ + 𝑛2 ∙ 𝜎2

′ = 𝑡2. (3) 

Здесь тензоры 𝜎1
′  и 𝜎2

′  – некоторые (пока неизвестные) решения краевой задачи (1)  

соответственно для областей 𝑉1 и 𝑉3. 

Получим теперь уравнения для определения 𝜎1
′  и 𝜎2

′ . Применим операторы 𝐴1 и 𝐴2  

соответственно к условиям (2) и (3): 

𝐴1(𝑛1 ∙ 𝜎1
′) + 𝐴1(𝑛1 ∙ 𝜎2

′) = 𝐴1𝑡1; 

𝐴2(𝑛2 ∙ 𝜎1
′) + 𝐴2(𝑛2 ∙ 𝜎2

′) = 𝐴2𝑡2. 

Тогда учитывая, что 𝐴1(𝑛1 ∙ 𝜎1
′ ) =  𝜎1

′ ; 𝐴2(𝑛2 ∙ 𝜎2
′ ) =  𝜎2

′ , получаем: 

𝜎1
′ + 𝐵1𝜎2

′ = 𝑆1,    𝑥 ∈ 𝑉1; (4) 

𝜎2
′ + 𝐵2𝜎1

′ = 𝑆2,   𝑥 ∈ 𝑉3. (5) 

где 𝐵1𝜎2
′ =  𝐴1(𝑛1 ∙ 𝜎2

′ );  𝜎1
′ =  𝐴2(𝑛2 ∙ 𝜎1

′ );   𝐴1𝑡1 = 𝑆1 – тензор напряжений, являющийся  

решением краевой задачи (1) для области 𝑉3 с граничными условиями 𝑡2. 

Подставляя выражение 𝜎1
′  из уравнения (4) в уравнение (5), а выражение 𝜎2

′  из урав-

нения (5) – в уравнение (4), находим два независимых уравнения для определения 𝜎1
′  и 𝜎2

′ ,  

а именно: 

𝜎1
′ = 𝐵1𝐵2𝜎1

′ + (𝑆1 − 𝐵1𝑆2),    𝑥 ∈ 𝑉1; (6) 

𝜎2
′ = 𝐵2𝐵1𝜎2

′ + (𝑆2 − 𝐵2𝑆1),    𝑥 ∈ 𝑉3. (7) 

Решения уравнений (6) и (7) будем искать методом последовательных приближений:  

𝜎1
′ = ∑(𝐵1𝐵2)𝑘

∞

 𝑘=0

(𝑆1 − 𝐵1𝑆2); (8) 

𝜎2
′ = ∑(𝐵2𝐵1)𝑘

∞

 𝑘=0

(𝑆2 − 𝐵2𝑆1). (9) 

Покажем, что операторы 𝐵1𝐵2 и 𝐵2𝐵1 есть операторы сжатия в соответствующих 

функциональных пространствах. Возьмем сначала энергетическое вещественное гильбертово 

пространство 𝑇1(𝑉1) тензоров напряжений, определенных в односвязной области 𝑉1 и свя-

занные законом Гука с тензорами деформаций, удовлетворяющих условиям совместности 
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[12]. Если тензор 𝑞 ∈  𝑇1(𝑉1), то 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞 – положительно определенная форма, значение ко-

торой равно удвоенной потенциальной энергии упругих деформаций элемента материала. 

Норма в энергетическом пространстве 𝑇1(𝑉1) определяется выражением ‖𝑞‖𝑇1(𝑉1)
2 ==

∫ 𝑞 ∙∙ 𝑠 ∙∙ 𝑞 𝑑𝑉
𝑉1

[12] (это удвоенная потенциальная энергия упругих деформаций всего тела 

𝑉1). Здесь 𝑆 = 𝐶−1 – тензор четвертого ранга модулей податливости. Отметим, что тензоры 

напряжений в уравнении (6) есть тензоры из 𝑇1(𝑉1). 

Оценим норму оператора 𝐵1𝐵2 в пространстве 𝑇1(𝑉1). Используем теорему Клайперо-

на при отсутствии объемных сил, записанную в инвариантной форме [10,12]: 

∫ 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞

𝑊

 𝑑𝑉 =  ∫ 𝑢 ⋅ (𝑛 ⋅ 𝑞

Γ

) 𝑑Γ. 

Здесь 𝑊 односвязное тело с границей Γ; 𝑢 – вектор перемещений; 𝑛 – единичный век-

тор внешней нормали. Тогда 

‖𝑞‖𝑇1(𝑉1)
2 = ∫ 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞 𝑑𝑉

𝑉1

>  ∫ 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞 𝑑𝑉

𝑉2

= 

= ∫ 𝑢2

Γ2

∙ (−𝑛2 ∙ 𝑞) 𝑑Γ =  ∫ 𝐴2(−𝑛2 ∙ 𝑞) ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝐴2(−𝑛2 ∙ 𝑞) 𝑑𝑉

𝑉3

> 

> ∫ 𝐴2(−𝑛2 ∙ 𝑞) ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝐴2(−𝑛2 ∙ 𝑞)

𝐸3\𝑉1

 𝑑𝑉 = 

= ∫ 𝑢1

Γ1

[−𝑛1 ∙ 𝐴2(−𝑛2 ∙ 𝑞)]𝑑Γ =  ∫ 𝐴1[𝑛1 ∙ 𝐴2(𝑛2 ∙ 𝑞)] ∙∙ 𝑆 ∙∙

𝑉1

𝐴1[𝑛1 ∙ 𝐴2(𝑛2 ∙ 𝑞)] 𝑑𝑉 = 

= ‖𝐵1𝐵2𝑞‖𝑇1(𝑉1)
2 . 

Отсюда ‖𝑞‖𝑇1(𝑉1)
2 >  ‖𝐵1𝐵2𝑞‖𝑇1(𝑉1)

2 . Здесь 𝑢1, 𝑢2 – векторы перемещений, заданные соот-

ветственно на границах Γ1 и Γ2. Отметим, что интегралы по областям 𝑉3 и 𝐸3\𝑉1 имеют конечные 

значения, так как тензоры напряжений (решения краевой задачи (1) для внешней поверхности Γ1  

и Γ2) достаточно быстро убывают и обращаются в нуль на бесконечности. Теперь [13]  

‖𝐵1𝐵2‖𝑇1(𝑉1) = sup
‖𝐵1𝐵2𝑞‖𝑇1(𝑉1)

‖𝑞‖𝑇1(𝑉1)
< 1. 

Следовательно, оператор 𝐵1𝐵2 есть оператор сжатия для элементов пространства 

𝑇1(𝑉1) и ряд (8) сходится по норме пространства 𝑇1(𝑉1) к решению уравнения (6). 

Возьмем теперь энергетическое вещественное гильбертово пространство 𝑇1(𝑉3)  

тензоров напряжений, определенных в области 𝐸3\𝑉1 и связанных законом Гука с тензорами 

деформаций, удовлетворяющих условиям совместности. Если 𝑞 ∈  𝑇1(𝑉1), то 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞 –  

положительно определенная форма. Норма в пространстве 𝑇1(𝑉3) есть ‖𝑞‖𝑇1(𝑉3)
2 =

 ∫ 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞 𝑑𝑉
𝑉3

  (это удвоенная потенциальная энергия тела 𝑉3). Аналогично изложенному 

выше оценим норму оператора 𝐵2𝐵1. Имеем: 
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= ∫ 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞 𝑑𝑉

𝑉3

>  ∫ 𝑞 ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝑞 𝑑𝑉

𝐸3\𝑉1

= 

= ∫ 𝑢1

Γ1

∙ (−𝑛1 ∙ 𝑞) 𝑑Γ =  ∫ 𝐴1(−𝑛1 ∙ 𝑞) ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝐴1(−𝑛1 ∙ 𝑞) 𝑑𝑉

𝑉1

> 

> ∫ 𝐴1(−𝑛1 ∙ 𝑞) ∙∙ 𝑆 ∙∙ 𝐴1(−𝑛2 ∙ 𝑞)

𝑉2

 𝑑𝑉 = 

= ∫ 𝑢2

Γ2

[−𝑛2 ∙ 𝐴1(−𝑛1 ∙ 𝑞)]𝑑Γ = ∫ 𝐴2[𝑛2 ∙ 𝐴1(𝑛1 ∙ 𝑞)] ∙∙ 𝑆 ∙∙

𝑉3

𝐴2[𝑛2 ∙ 𝐴1(𝑛1 ∙ 𝑞)] 𝑑𝑉 = 

= ‖𝐵2𝐵1𝑞‖𝑇1(𝑉3)
2 . 

Отсюда ‖𝑞‖𝑇1(𝑉3)
2 >  ‖𝐵2𝐵1𝑞‖𝑇1(𝑉3)

2 .  

Тогда ‖𝐵2𝐵1‖𝑇1(𝑉3) =  
sup

‖𝑞‖≠0

‖𝐵1𝐵2𝑞‖𝑇1(𝑉1)

‖𝑞‖𝑇1(𝑉1)
< 1. 

Таким образом, оператор 𝐵2𝐵1 есть оператор сжатия и ряд (9) сходится по норме простран-

ства 𝑇1(𝑉3) к решению уравнения (7). Наконец, складывая решения уравнений (6) и (7), нахо-

дим решение исходной задачи, т. е. напряжения в неодносвязном упругом теле 𝑉 при заданных 

внешних силах (векторах 𝑡1 и 𝑡2). 

4. Тестовый пример 

Применим изложенную методику для решения тестовой задачи о расчете напряжений 

в толстостенной трубе с внешним радиусом  𝑏 и внутренним радиусом 𝑎, находящейся под 

воздействием внешнего и внутреннего давлений  соответственно с интенсивностями 𝑝1 и 𝑝2 

(задача Ляме). Граничные условия в этом случае равны 𝑡1 = 𝜎𝑟|𝑟=𝑏 =  −𝑝1, 𝑡2 = 𝜎𝑟|𝑟=𝑎 =  −𝑝2. 

В данной задаче область 𝑉1 – это сплошной круговой цилиндр с радиусом основания 𝑏, на 

который действует равномерное внешнее давление интенсивностью 𝑡1. Область 𝑉3 – это 

трехмерное пространство с цилиндрическим отверстием с радиусом 𝑎, внутри которого со-

здано давление с интенсивностью 𝑡2. Используя известные решения для областей 𝑉1 и 𝑉3  

с определенными выше граничными условиями [9, 10], получаем: 

𝑆1 = 𝐴1(−𝑝1) =  |

−𝑝1 0 0
0 −𝑝1 0
0 0 −2 𝜈𝑝1

| ,     𝑆2 = 𝐴2(−𝑝2) =  |
−𝑝2 0 0

0 −𝑝2 0
0 0 0

|
𝑎2

𝑟2
; 

𝐵1 𝑆2 =  |

−𝑝2 0 0
0 −𝑝2 0
0 0 −2 𝜈𝑝2

|
𝑎2

𝑏2
 ,    𝐵2 𝑆1 =  |

−𝑝1 0 0
0 𝑝1 0
0 0 0

|
𝑎2

𝑟2
;  

𝑆1 −  𝐵1 𝑆2 = |

−𝑝1 0 0
0 −𝑝1 0
0 0 −2 𝜈𝑝1

| −  |

−𝑝2 0 0
0 −𝑝2 0
0 0 −2 𝜈𝑝2

|
𝑎2

𝑏2
 ; 

𝑆2 − 𝐵2 𝑆1 =  |
−𝑝2 0 0

0 −𝑝2 0
0 0 0

|
𝑎2

𝑟2
−  |

−𝑝1 0 0
0 𝑝1 0
0 0 0

|
𝑎2

𝑟2
. 
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Здесь 𝜈 – коэффициент Пуассона, на главной диагонали тензоров соответствующих 

напряжений сверху вниз расположены радиальные, тангенциальные и осевые напряжения. 

Отсюда ряды (8) и (9) соответственно имеют вид:  

𝜎1
′ = 𝐿 + 𝐿 

𝑎2

𝑏2
+ 𝐿

𝑎4

𝑏4
+ ⋯ =

𝐿 𝑏2

𝑏2 − 𝑎2
;  (10) 

𝜎2
′ = 𝐾 + 𝐾 

𝑎2

𝑏2
+ 𝐾

𝑎4

𝑏4
+ ⋯ =

𝐾 𝑏2

𝑏2 − 𝑎2
, 

(11) 

где  

𝐿 =  |

−𝑝1 0 0
0 −𝑝1 0
0 0 −2 𝜈𝑝1

| + |

𝑝2 0 0
0 𝑝2 0
0 0 2 𝜈𝑝2

|
𝑎2

𝑏2
; 

𝐾 =  |
−𝑝2 0 0

0 𝑝2 0
0 0 0

|
𝑎2

𝑟2
−  |

𝑝1 0 0
0 −𝑝1 0
0 0 0

|
𝑎2

𝑟2
. 

Теперь искомый тензор напряжений 𝜎 =  𝜎1
′ + 𝜎2

′  (𝑎 ≤ 𝑟 ≤ 𝑏). Нетрудно убедиться, 

что после подстановки значений (10) и (11) получаем известное решение Ляме [14]. 

5. Заключение 

Построены операторные уравнения, решения которых определяют напряженное со-

стояние в упругих областях с полостями. Разработан метод последовательных приближений 

их решения. Доказана сходимость итераций к точному решению задачи теории упругости 

для неодносвязного тела. 
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