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A new exact solution of the Oberbeck–Boussinesq equation system, which describes the 

unidirectional convective flow of a viscous incompressible fluid in an infinite horizontal layer,  

is obtained. The fluid velocity depends on the vertical (transverse) coordinate. Pressure and tem-

perature are the linear forms relative to the horizontal (longitudinal) coordinate with coefficients 

depending on the vertical coordinate. The fluid layer is bounded by a rigid infinite plane (lower 

boundary). In the study of fluid convection, it is assumed that the deformation of the free (upper) 

boundary of the layer is neglected. The thermocapillary effect inducing a convective flow is taken 

into account at the upper boundary. The contact of the moving fluid with the lower boundary oc-

curs with slippage. The fluid slippage is described by the Navier boundary slip condition. The pa-

per focusses on the study of the temperature field, which is spatially inhomogeneous. The temper-

ature field is a seventh-degree polynomial with respect to the vertical coordinate. When studying 

the temperature distribution in the fluid layer, particular cases of the Navier slip condition are dis-

cussed. At the zero slip length, the boundary condition is transformed into the no-slip condition. 

When the slip length tends to infinity, there is a perfect slip boundary condition. It is demonstra t-

ed that the temperature field can be stratified into several zones relative to the reference value.  

In all the considered cases, the number of stratification zones does not exceed two. It is also 

shown that, in the case of perfect slip, the number of temperature field stratification zones  

is strictly equal to two, and the position of the temperature field stratification point depends nei-

ther on the physical parameters of the fluid nor on the conditions of heating of its boundaries.  

Keywords: Oberbeck–Boussinesq equation system, unidirectional flow, layered flow, exact solu-

tion, Marangoni convection, counterflows, Navier slip conditionAcknowledgment. 
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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ ОПИСАНИЯ ОДНОНАПРАВЛЕННОГО  

ТЕЧЕНИЯ МАРАНГОНИ ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ С ГРАНИЧНЫМ 

УСЛОВИЕМ НАВЬЕ: ИССЛЕДОВАНИЕ ПОЛЯ ТЕМПЕРАТУРЫ 

Н. В. Бурмашева
а)*
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В статье получено новое точное решение системы уравнений Обербека–Буссинеска, 

описывающее однонаправленное конвективное течение вязкой несжимаемой жидкости  

в бесконечном горизонтальном слое. Скорость жидкости зависит от вертикальной (попереч-

ной) координаты. Давление и температура являются линейными формами относительно го-

ризонтальной (продольной) координаты с коэффициентами, зависящими от вертикальной 

координаты. Слой жидкости ограничен недеформируемой бесконечной плоскостью (нижняя 

граница). При исследовании конвекции в жидкости введено допущение о пренебрежении 

деформацией свободной (верхней) границы слоя. На верхней границе учитывается термока-

пиллярный эффект, индуцирующий конвективное течение. Контакт движущейся жидкости  

с нижней границей осуществляется с проскальзыванием. Проскальзывание жидкости описы-

вается граничным условием скольжения Навье. Основное внимание в статье уделено иссле-

дованию поля температуры, являющегося пространственно неоднородным. Температурное 

поле является многочленом седьмой степени относительно вертикальной координаты.  

При исследовании распределения температуры в слое жидкости были изучены частные слу-

чаи условия проскальзывания Навье. При нулевой длине скольжения граничное условие На-

вье трансформируется в условие прилипания. При стремлении длины скольжения к беско-

нечности имеет место граничное условие идеального скольжения. Показано, что в каждом  

из трех рассмотренных случаев температурное поле может расслаиваться на несколько зон 

относительно отсчетного значения. Причем во всех рассмотренных случаях число зон стра-

тификации не превосходит двух. Также показано, что в случае идеального скольжения число 

зон стратификации температурного поля строго равно двум, и положение точки стратифика-

ции поля температуры не зависит ни от физических параметров жидкости, ни от условий  

нагрева ее границ.  

Ключевые слова: система уравнений Обербека–Буссинеска, однонаправленное течение, 

слоистое течение, точное решение, конвекция Марангони, противотечения, условие про-

скальзывания Навье.  

1. Введение 

Чаще всего для описания движений вязкой несжимаемой жидкости в некоторой  

заданной области используют математическую модель тепловой конвекции [1, 2]. Систему 

уравнений этой модели составляют: уравнение движения (уравнение Навье–Стокса), уравне-

https://orcid.org/0000-0003-4711-1894
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ние энтропии (как частный случай – уравнение теплопроводности) и закон сохранения массы 

(уравнение несжимаемости). 

Одним из основных факторов, вызывающих конвекцию в жидкости, является ее не-

равномерный нагрев, задаваемый на границе области течения жидкости. Однако ввиду нали-

чия конвективной производной в уравнении энергии на распределение температурного поля 

могут также оказывать влияние и особенности поля скоростей течения. Наличие и число  

застойных (нулевых) точек поля скорости зависит, в частности, от типа граничного условия 

на контакте с твердой поверхностью [3–36]. В качестве основного параметра, определяюще-

го количество зон стратификации поля скорости в случае учета условия проскальзывания 

Навье [35], выступает длина скольжения. Таким образом, этот параметр оказывает влияние  

и на свойства температурного поля. 

В статье исследовано однонаправленное конвективное течение Марангони [37–40] 

вязкой несжимаемой жидкости в горизонтальном слое при учете условия проскальзывания 

Навье на нижней границе. Несмотря на то, что построенное точное решение описывает  

одномерное по направлению течение, само решение является двумерным по координатам.  

В статье подробно исследованы особенности распределения температуры в слое жидкости, 

изучены зависимости этого распределения от величины длины проскальзывания. 

2. Постановка задачи и методы решения 

Рассматривается установившееся однонаправленное конвективное слоистое течение 

вязкой несжимаемой жидкости в плоском горизонтальном бесконечном слое толщины h  

(рис. 1).  

 

 

Рис. 1. Геометрия слоя жидкости 

Система уравнений тепловой конвекции в приближении Обербека–Буссинеска [3, 33, 34] 

для таких течений принимает вид: 
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где  , ,xV x y z  – единственная ненулевая компонента вектора скорости;  , ,P x y z  – норми-

рованное на плотность отклонение давления от гидростатического;  , ,T x y z  – отклонение 

температуры от отсчетного значения;  ,  ,   – коэффициенты кинематической (молекуляр-

ной) вязкости, температуропроводности и температурного расширения жидкости соответ-

ственно; g  – ускорение свободного падения. Заметим, что система (1) состоит из четырех  

нелинейных уравнений относительно трех неизвестных функций xV , P , .T  

Из работы [3] следует, что для класса скоростей  

  ,xV U z  (2) 

в силу системы (1) функции, описывающие поле температуры T  и поле давления P ,  

принадлежат классу решений, линейных по части (горизонтальных) координат: 

0 1( ) ( )T T z T z x  , 0 1( ) ( )P P z P z x  . (3) 

Подстановка соотношений (2) и (3) в систему (1) при использовании метода неопре-

деленных коэффициентов позволяет привести систему (1) к эквивалентному виду: 

1 0;T    
1 1;P g T    

1;U P   

0 1;T UT   
0 0.P g T    

(4) 

Здесь штрихом обозначено дифференцирование по переменной z. 

Общее решение системы (4) для компонент температуры имеет вид: 

 1 1 2;T z C z C   

   7 2 6 5 2 4

1 1 2 2 1 3 40 2 3 1

1 6 18
6 2

7 5 5
gz C gz C C z g C C C C C CT z Cz

 
  


  


       

 3 2

2 4 1 5 2 5 6 724 72 144z C C C C z C C z C C        . 

(5) 

Для нахождения значений констант iC  в общем решении (5) в [3] были выбраны 

краевые условия, описывающие неравномерный нагрев/охлаждение границ слоя жидко-

сти, учет термокапиллярного эффекта на верхней и условия проскальзывания Навье  

на нижней границе. С учетом структуры решения (2)  и (3) эти условия можно записать  

в следующем виде: 

   0 10 0 0T T  ;  0 0T h  ;  1T h A ; 

 
0

0
z

U
U

z 


 


;  0 0P h S ;  1 0P h  ;  1

z h

U
T h

z 


  


. 

(6) 

Здесь  и  – коэффициенты температурного поверхностного натяжения и динамиче-

ской вязкости соответственно;  – длина проскальзывания.  

  



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2020 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

13 

 

 

Burmasheva N. V., Prosviryakov E. Yu. An exact solution for describing the unidirectional Marangoni flow of a viscous  

incompressible fluid with the Navier boundary condition. Temperature field investigation // Diagnostics, Resource and Mechanics 

of materials and structures. – 2020. – Iss. 1. – P. 6–23. – DOI: 10.17804/2410-9908.2020.1.006-023. 

 

3. Результаты и обсуждение 

3.1. Точное решение краевой задачи  

Краевая задача (4) и (6) имеет единственное решение. Решение для поля температуры 

представляет набор полиномиальных функций различного порядка: 

1

Az
T

h
 ; 

    2 2

0
12

2
h

A h z z hT h z z



       


 



 7 2 5 43 533

2
5 63 140 280 2 41 140

5040

g
z h z h z h z h z h

h



       




. 

(7) 

Точное решение для поля скорости  ,0,0UV  было подробно проанализировано в [3] 

для всех возможных значений длины скольжения  . В работе все внимание будет уделено 

изучению свойств поля температуры T . 

Отметим, что если продольный (горизонтальный) градиент температуры A  окажется 

равен нулю, то в силу (7) всюду нулевым будет и возмущение теплового поля ( 0T  ). Кроме 

того, свойства продольного градиента 1T  (7) никак не зависят от параметра  , а отвечающее 

этому продольному градиенту тепловое поле 1T x Azx h  оказывается отлично от нуля всюду 

в слое жидкости (за исключением нижней границы 0z   и сечения 0x  ). 

Также отметим, что величина параметра A  оказывает влияние только на значение 

фоновой температуры 0T , но не на расположение ее нулевых точек, являющихся точками 

стратификации теплового поля 0T . 

3.2. Исследование температурного поля в случае выполнения условия прилипания  

на нижней границе 

Когда неотрицательный параметр   принимает нулевое значение ( 0  ), условие 

проскальзывания Навье вырождается в широко известное условие прилипания. В этом слу-

чае точное решение (7) для фоновой температуры 0T  принимает вид: 

   2

0

2

12h
A h z z h h z zT




     


 

  

5 4 3 2 2 3 4 5

2
82 82 82 58 5 5 .

5040

g
h h z h z h z hz z

h 


       




 

(8) 

Заметим, что решение вида (8) (решение краевой задачи в случае прилипания жидко-

сти к твердой границе слоя) обсуждалось в [32]. 

Свойства полиномов, входящих в выражение (8), зависят от толщины слоя h . Для  

того чтобы избавиться от этой зависимости, введем в рассмотрение безразмерную перемен-

ную  0,1
z

Z
h

  . Тогда выражения для компонент температурного поля примут вид: 
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1 ;T AZ    3

0

2 2

12
1 1A h Z Z Z ZT




     





   32

2
2 3 4 5

182 82 82 58 5 5
5040

A h Z Z f
g h

Z Z Z Z Z Z 


        


. 

(9) 

 

Заметим, что фоновая температура (9) имеет нулевые точки внутри рассматриваемого 

слоя  0,1 , только если функция  f Z , определяемая выражением (9), имеет нули на интер-

вале  0,1 . Поэтому далее будем исследовать нули полинома  f Z .  

Заметим, что многочлены  

  2

1 1Z Zf Z    и   2 3 4 5

2 82 82 82 58 5 5 ,f Z Z Z Z Z Z       

входящие в состав функции  f Z , являются строго возрастающими положительными функ-

циями, поэтому для аномальных жидкостей ( 0  ) функция  f Z  будет строго убывающей 

на отрезке  0,1  функцией, принимающей только отрицательные значения. Другими слова-

ми, нули функции  f Z  на интервале  0,1  могут существовать только для ньютоновских 

жидкостей.  

Анализ спектральных свойств полинома  f Z  показывает, что на интервале  0,1  

может существовать только один нуль (рис. 2).  

 

 

Рис. 2. Профиль фоновой температуры 0T  (при 
2 3

ï ðè 1 Ê;
12

A h 



 

2 5

0,01254 Ê
5040

A g h 






 

Заметим, что ввиду того, что коэффициенты в функции  f Z  зависят от физических 

констант жидкости, не для каждой жидкости случай существования точки стратификации 

реализуем. Например для воды при температуре 20 С точное решение (9) для фоновой тем-

пературы представляет собой зависимость, представленную на рис. 3. 
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Рис. 3. Профиль фоновой температуры (9) для воды 20 С  ï ðè 1 Ê/ì ;  = 1 ìA h  

Линии уровня результирующего поля температуры T  для общего случая приведены 

на рис. 4, для воды при 20 С – на рис. 5. 

 

 

Рис. 4. Линии уровня температурного поля T 
32 2 5

ï ðè 1 Ê; 0,01254 Ê;
12 5040

A h A g h  
 

  
 

 0,05 ê/ìA


 


  

Рис. 5. Линии уровня температурного поля  

T  (при 1A   К/м; 1h   м) 

3.3. Исследование температурного поля в случае выполнения условия скольжения  

на нижней границе 

В случае, когда параметр   принимает конечное ненулевое значение, представим  

решение (7) для фоновой температуры 0T  в следующем виде: 
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     2

0

2

12 6h h
A h z h h z z hT zz

 

 


       


    5 4 3 2 2 3 4 5

2
82 82 82 58 5 5

5040 18

g g h
h h z h z h z hz z z h

h

 
         

  



 

   2 2 2

12 6
1 1 1

h h a
A h Z ZZ Z Z

 

 
       



 

    
3 3

2 3 4 582 82 82 58 5 5 1
5040 18

g h g h a
Z Z Z Z Z Z

 
            

 

   
3

2 2 2

12 6
1 1 1

18

h h g h a
A h Z Z Z ZZ

 

 


 

 
           

 

 
3

2 3 4 582 82 82 58 5 5
5040

g h
Z Z Z Z Z


       




. 

(10) 

В отличие от выражения (9) в формуле (10) появляется новое слагаемое, отражающее 

влияние длины проскальзывания. Здесь введены дополнительные обозначения: a l  ; 

;h l   l  – характерный горизонтальный размер рассматриваемого слоя жидкости. Опира-

ясь на изложенный в [3] подход к оценке числа возможных нулевых точек многочлена на  

заданном интервале и учитывая неотрицательность отношения a  , можно сделать вывод  

о том, что в случае выполнения условия проскальзывания на нижней границе слоя у фоновой 

температуры (10) может быть не более одной нулевой точки внутри слоя  0,1  (рис. 6).  

На рис. 7 приведен профиль фоновой температуры, определяемой соотношением (10), для 

воды при температуре 20 С. 

 

 

Рис. 6. Профиль фоновой температуры (10) 

при 
2 23 5

ï ðè 0,4 Ê;  0,005 Ê;
12 5040

A h A g h  
  


 

 0,01
a 
 

 
 

Рис. 7. Профиль фоновой температуры (10) 

(при 1A   К/м; 0,5h   м; 0,001
a



) 

Линии уровня поля температуры для общего случая и для воды при температуре 20 С 

приведены на рис. 8 и 9 соответственно. 
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Рис. 8. Линии уровня температурного поля T  
32

ï ðè 0,4 Ê; 
12

A h 
 



2 5

0,005 Ê;
5040

A g h







 

0,05A   К/м; 0,01
a 
 

 
 

Рис. 9. Линии уровня температурного поля T

(при 1A   К/м; 0,5h   м; 1A   К/м; 

0,001
a



) 

3.4. Исследование температурного поля в случае идеального скольжения 

Предельный случай условия Навье, когда параметр   принимает бесконечное значе-

ние, называется условием идеального скольжения. Воспользоваться предельным переходом 

   в полученном точном решении (7) нельзя, так как в противном случае все гидроди-

намические поля становятся бесконечными в любой точке исследуемого слоя. В [3] было  

показано, что если выполняется условие 

2 3 0.g h      (11) 

возможен одновременный учет в точном решении краевой задачи (4), (6) и термокапилляр-

ного эффекта на верхней границе слоя жидкости, и условия идеального скольжения на ниж-

ней границе. 

Также в статье [3] приведено точное решение для поля скорости в случае идеального 

скольжения: 

 
3 3

4 2

3 5 30
120 120

9U f Z Z
Ag h

Z
Ag h 

      
. (12) 

Используя решение (12) при интегрировании предпоследнего уравнения системы (4), 

можем легко получить точное решение для фоновой температуры: 
 

 4
3 2 3

2 5 3

0 1 5 30 59 930
120 120

T UT Z Z AZ
Ag h A

Z
h

Z
g

Z            


   


 ;  

 6
2 3

4 2

0 15 45
720

27T Z Z С
A g h

Z      


;  

(13) 
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2

0 1 2

3
7 5 35 6 633

5040

A g h
ZT Z Z С Z С      




. 

Далее подставим полученное общее решение (13) в краевые условия (6): 

   7 5 3

2

2 3

0 10 5 0 63 0 0 0 0;
50

63
40

T
A

Ñ
g h

Ñ           


 

     7 5 3

0 0 1

2 3 2 3

11 5 1 63 1 1 1 0.
5040 5040

5
63

A g h A g h
T z h T Z Ñ Ñ                

 
 

Таким образом, мы нашли значения констант интегрирования: 
2

1

3

504

5

0

A g
С

h
 


; 

2 0.Ñ   Подстановка этих значений в общее решение (13) позволяет найти точное решение 

для фоновой температуры, удовлетворяющее системе краевых условий (6) для случая иде-

ального скольжения: 

2 3 2
7 5 3 7 5

0

3 2 3
35 63 5 63 5

5040 5040 504

5
6

0
3 63

A g h A g h A g h
T Z Z Z Z ZZ ZZ               

  


 (14) 

На рис. 10 приведен профиль фоновой температуры, определяемой выражением (14). 

 

 

Рис. 10. Профиль температуры 0T  при 
2 3

1
5040

A g h



 К 

Несложно убедиться, что функция   7 5 35 6 5363Z Z Zg Z Z   , определяющая точ-

ное решение (14), имеет единственный нуль на интервале  0,1 . Следовательно, фоновая 

температура (14) обращается в нуль внутри рассматриваемого слоя жидкости ровно один раз 

независимо от значений краевых параметров задачи. Это означает, что поле температуры 0T  

всегда расслаивается на две зоны относительно отсчетного значения, причем в известной 

точке 0,2947Z  .  
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Заметим, что расположение нулевой точки у фоновой температуры (14) никак не за-

висит от физических характеристик жидкости. Их положение определяется нулями много-

члена  g Z , попадающими в интервал  0,1 . 

Результирующее поле температуры 0 1T T T x   в этом случае принимает вид: 

 7
2 3

5 3

0 1 5 63
4

63 5
50 0

T
A g h

ZT T x Z Z Z AZx        


  

 6 4 2
3

5 63 5
5040

63AZ Z Z
g h

Z x
A 

        


. 

(15) 

Приведенная факторизация записи выражения (15) наглядно демонстрирует, что  

в отличие от фоновой температуры 0T  распределение изолиний поля T  зависит от парамет-

ров конкретной жидкости ( ,  ,  ), от толщины слоя h  и величины продольного градиента 

температуры A . На рис. 11–13 приведены линии уровня температурного поля (15) для воды 

при температуре 20 С. 

 

 

Рис. 11. Распределение изолиний поля  

температуры (при 1A   К/м; h = 1 м) 

Рис. 12. Распределение изолиний поля  

температуры (при 1A   К/м; 0,1h   м) 
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Рис. 13. Распределение изолиний поля температуры (при 0,1A   К/м; 1h   м) 

Различие в картинах изолиний, представленных на рис. 11–13, объясняется тем фактом, 

что при варьировании величины коэффициента  3 5040Ag h  , входящего в выражение (15), 

можно добиться того, что вклад линейного слагаемого x  будет превалировать над вкладом 

нелинейного слагаемого 
3

6 4 25 63 5
5040

63
Ag h

Z ZZ


    
. 

4. Заключение 

В статье получено точное решение для термокапиллярной конвекции, учитывающее 

эффект проскальзывания жидкости на одной из границ рассматриваемого слоя. Подробно 

проанализированы свойства поля температуры в зависимости от величины длины скольже-

ния. Было показано, что поле температуры может иметь точки стратификации внутри слоя. 

Также было показано, что распределение изолиний температуры в слое зависит не только  

от параметров слоя и граничных условий, но и от самой жидкости. 
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