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The paper deals with the application of parallel computation methods to the numerical solu-

tion of the nonlinear boundary value problem for the degenerate two-dimensional differential heat 

conduction equation. The nonlinearity of the problem stems from the power dependence of the 

thermal conductivity coefficient on temperature. The solution algorithm is based on the boundary 

element method with the application of the dual reciprocity method enabling all the computations to 

be brought to the boundary of the problem solution domain. A program has been developed from 

the presented computational algorithm. To accelerate the computation as much as possible, we use 

parallel programming processes and graphics processors. The program is written in the С++ pro-

gramming language with the use of the OpenMP and OpenCL open standards. An example is con-

sidered to illustrate the work of the algorithm and the program; the calculation accuracy and the cal-

culation speed are analyzed. 
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Статья посвящена применению методов параллельных вычислений к численному ре-

шению нелинейной краевой задачи для двумерного дифференциального уравнения тепло-

проводности с вырождением. Нелинейность задачи обусловлена степенной зависимостью 

коэффициента теплопроводности от температуры. Алгоритм решения основан на методе 

граничных элементов с использованием метода двойственной взаимности, позволяющего 

свести все вычисления на границу области решения задачи. На основе представленного вы-

числительного алгоритма разработана программа. Для максимального ускорения счета за-

действованы технологии параллельного программирования и графические процессоры. Про-

грамма написана на языке программирования С++ с использованием открытых стандартов 

OpenMP и OpenCL. Рассмотрен пример, иллюстрирующий работу алгоритма и программы, 

выполнен анализ точности и скорости счета. 

Ключевые слова: параллельные вычисления, OpenMP, OpenCL, нелинейная задача теп-

лопроводности, метод граничных элементов, аналитическое интегрирование, радиальные 

базисные функции. 

1. Введение 

В последнее время наблюдается рост использования графических процессоров (GPU) 

для решения прикладных задач в различных областях науки [1–7]. Рекламно-маркетинговые 

усилия компаний-производителей графических чипов и мировая конкуренция привели к су-

щественному снижению стоимости самих видеокарт, а также к снижению совокупной стои-

мости владения данными аппаратными устройствами. Всё это позволило перевести GPU в 

разряд действительно массового продукта. В 2013–2015 гг. использование видеокарт полу-

чило широкую популярность в связи с генерацией цифровых денег – биткойнов. Код для яд-

ра процессора представлял собой ряд простых логических операций с конечной схемой ветв-

лений, и привлечение GPU с возможностью выполнения параллельных вычислений для этих 

целей было идеальным вариантом. Однако для проведения точных математических расчетов 

требовалось использование типа данных double, возможности полной поддержки которого на 

GPU не было еще продолжительное время. Также не было единого стандарта для написания 

программ параллельных вычислений, который регламентировал бы операции загрузки мик-

рокода и данных в процессор видеокарты. 

На протяжении последних десяти лет многие разработчики программного обеспече-

ния, ученые и исследователи активно используют набор инструментов CUDA SDK [8], кото-

рый является частной собственностью фирмы производителя видеокарт NVIDIA и работает 

только на оборудовании этой компании. Заметим, что аппаратная поддержка типа данных 

double появилась в графических процессорах компании AMD заметно раньше, а их продукты 
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всегда были более привлекательными по цене для рядовых программистов. Первые версии 

открытой библиотеки OpenCL [9] были разработаны приблизительно в то же время, что и 

архитектура CUDA. Использование открытого стандарта OpenCL дает возможность запус-

кать одну и ту же программу, выполняющую параллельные вычисления, как на центральных 

многоядерных процессорах, так и на графических процессорах [10]. Несмотря на то, что реа-

лизация приложений на OpenCL не зависит от типа оборудования и производителя, данный 

стандарт почему-то продолжительное время не привлекал особого внимания специалистов, и 

сейчас этот факт легко отследить по количеству статей, посвященных конкретной реализа-

ции распараллеливания [1–7]. 

В связи с тем, что проведение математических вычислений на GPU становится всё бо-

лее популярным, нам хотелось бы отметить два значимых нюанса применения данной техно-

логии. Первый состоит в том, что в отличие от центрального процессора (CPU), ядра в гра-

фическом процессоре не являются полностью потоконезависимыми, т.е. GPU не может вы-

полнять циклические алгоритмы в параллельных участках кода независимо. Ветвления, как 

такового, здесь нет, и видеопроцессор всегда выполняет обе ветки условного оператора, по 

крайней мере, на группе ядер. Это свойство, а также отсутствие полноценного конвейера для 

каждого ядра при приеме и обработке информации приводят к тому, что выполнение циклов 

на GPU становится менее эффективным, чем на CPU [11–13]. А поскольку большинство чис-

ленных методов решения прикладных задач широко используют циклы, от количества по-

вторений которых зависит погрешность метода, неэффективным становится выполнение все-

го алгоритма на GPU. Выходом из создавшегося положения может стать перенос повторяю-

щихся участков кода на CPU. Но тогда возникает второй нюанс, определяемый скоростью 

работы контроллера памяти и шины передачи данных вычислительного устройства. Память 

центрального процессора и память видеокарты независимы для большинства высокопроиз-

водительных устройств, поэтому время, расходуемое на передачу массива аргументов на ви-

деокарту, может многократно перекрывать недостатки конвейера GPU. 

К открытым стандартам для распараллеливания программ относится также OpenMP 

[14, 15]. Фреймворк OpenMP описывает совокупность директив компилятора, библиотечных 

процедур и переменных окружения, предназначенных для программирования многопоточных 

приложений на многопроцессорных системах с общей памятью, и разработан для программ, 

написанных на языках программирования C, C++, Fortran [16]. В основе стандарта OpenMP 

лежат декларативные элементы и константы, подсказывающие компилятору возможности 

переноса независимых участков кода на разные ядра в многопроцессорной системе.  

Для проведения параллельных вычислений этот метод является самым эффективным, 

но и самым затратным, поскольку создание большой многоядерной системы, проектирова-

ние и организация арбитража многих процессоров к общей памяти являются дорогостоящи-

ми задачами. Крупные производители суперкомпьютеров пытались спроектировать стандарт 

OpenACC [17], по синтаксису схожий с OpenMP, но предназначенный уже для систем, осно-

ванных на GPU, или даже модифицировать OpenMP для поддержки им вычислительных 

ускорителей. На сегодняшний день часть компиляторов языка C ограниченно поддерживает 

стандарт OpenACC, но ввиду большого разнообразия самих видеокарт, отличающихся архи-

тектурой, даже в линейке одного производителя, использование директив для распараллели-

вания на GPU представляется малоэффективным. 

Таким образом, использование GPU для выполнения математических расчетов при 

решении прикладных задач – это, несомненно, тенденция, которая будет становиться все бо-

лее популярной, в частности по экономическим причинам. Однако графическим процессо-

рам присущи определенные и неустранимые недостатки, указанные ранее. Следовательно, 

для эффективного и относительно бюджетного использования GPU немаловажным фактором 

является выбор класса и метода решения задачи. 

Высокоинтенсивные процессы, сопровождающиеся значительным изменением темпе-

ратуры за малые промежутки времени, широко используются в топливно-энергетической, 
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химической, металлургической и других отраслях промышленности. При математическом 

моделировании процессов теплопроводности, протекающих в большом интервале изменения 

температур, необходимо учитывать зависимость коэффициента теплопроводности от темпе-

ратуры. В этом случае для определения распределения температурного поля в образце в лю-

бой момент времени необходимо решать нелинейную краевую задачу для дифференциально-

го уравнения параболического типа. Точное решение нелинейных краевых задач связано с 

большими трудностями, поэтому специалисты часто обращаются к численным методам  

решения.  

В данной работе представлен итерационный алгоритм решения двумерной нелиней-

ной задачи в случае степенной зависимости коэффициента теплоповодности от температуры. 

В основе алгоритма лежит методика применения метода граничных элементов (МГЭ) [18], 

основанная на точном вычислении интегралов по граничным элементам с помощью полу-

ченных авторами аналитических формул и параллельных вычислений на каждом этапе ре-

шения. Разработанный подход и созданные на его основе программы показали свою эффек-

тивность для решения классических задач математической физики [19, 20], а также одномер-

ных задач рассматриваемого в настоящей работе типа [21–23]. 

2. Математическая постановка задачи  

Рассмотрим двумерное дифференциальное уравнение параболического типа в случае 

степенной зависимости коэффициента теплопроводности от температуры [24] 

   



graddiv ,    , (1) 

соответствующее нелинейной задаче теплопроводности. Здесь функция  yx,,  – тем-

пература в точке  yx,  в момент времени 0 ;    – коэффициент теплопроводности; div ,

grad  – дифференциальные операторы дивергенции и градиента соответственно;   и   – по-

ложительные коэффициенты. 

После введения в уравнение (1) новых переменных u , t , получим: 

    221
yxyyxxt uuuuuu 


. (2) 

Здесь tu , xu , yu  – частные производные первого порядка от функции  yxtu ,,  по пе-

ременным t , x  и y  соответственно; xxu , yyu  – частные производные второго порядка от 

функции  yxtu ,,  по соответствующим переменным.  

Зададим краевое условие в следующем виде: 

 
 

0
0,,


yxtg
u . (3) 

Здесь уравнение   0,, yxtg  в каждый момент времени определяет нулевой фронт 

тепловой волны 
 tS  – замкнутую гладкую линию, ограничивающую область  tV , содержа-

щую начало координат. Предполагается, что если 21 tt  , то 
   21 tt

VV  . Задача состоит в 

определении функции  yxtuu ,,  в области  *,0 tt ,    tVyx , , где 
 tV  – область, огра-

ниченная  0S  и 
 tS . Можно показать, что из условия (3) следует: 
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 

 

   yxtgyxtg

yxtg
q

yx

t

yxtg
,,,,

,,

220,,






. (4) 

Здесь 
n

u
q




  – тепловой поток;  yx nnn ,  – вектор внешней нормали к границе 

рассматриваемой области в момент времени t . 

3. Алгоритмы решения методом граничных элементов 

Решение задачи (2)–(4) выполнялось по шагам по времени на основе метода гранич-

ных элементов (МГЭ) [25]. На каждом шаге решается задача для уравнения 

  










 2211

yxtyyxx uuu
u

uu  (5) 

с граничными условмями (3), (4). 

В соответствии с МГЭ, для произвольной точки  tV  справедливо интегральное 

уравнение 

                 
 
 




















tV

yx

t

S

xdVxu
uu

u
u

xdSxqxuxuxqu ,
1

,, *

22

** , (6) 

где    tSSS  0 ,  xu ,*  ,  xq ,*    фунции влияния [25]. Для граничной точки Sx 0  

справедливо 

                 
 
 



















tV

yx

t

S

xdVxxu
uu

u
u

xdSxxqxuxxuxqxu ,
1

,,
2

1
0

*

22

0

*

0

*

0 . (7) 

Записав уравнение (7) для каждого узла граничного элемента, получим систему 

линейных алгебраических уравнений, решение которой определит граничные значения 

температуры и потока, не заданные условиями (3) и (4). Решение проводилось с 

использованием аналитического вычисления интегралов по граничным элементам [18], 

использовались прямолинейные элементы с постоянной аппроксимацией. 

Для вычисления интегралов по области  tV , стоящих в правых частях уравнений (6) и (7), 

применялся метод двойственной взаимности [26]. Представим входящий в подынтегральные 

выражения множитель 










21 x
t

u
u

u
 в виде: 

 )(=
1

1=

2

xf
u

u
u

ii

N

i

x
t 










  , (8) 

где для функций if  существуют такие функции ûi, что fi = ûi. В качестве функций if  удобно 

использовать радиальные базисные функции (РБФ), значения которых зависят от расстояния 

между текущей точкой и заданными точками коллокации nxxx ,...,, 21 , лежащими в области 
 tV :  ||=)( iii xxfxf  . С учетом разложения (8) интегралы могут быть вычислены следую-

щим образом:  
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
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
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


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xdSxqxuxuxqu ,ˆ,ˆ)(ˆ **

1=

, (9) 

где 𝑞̂𝑖(𝑥) =
𝜕𝑢𝑖(𝑥)

𝜕n
. Все вычисления, таким образом, сводятся на границу области решения 

задачи, и основное преимущество МГЭ – уменьшение размерности задачи – сохраняется. 

Полученные соотношения позволяют итерационно решить исходную задачу (2)–(4) на 

каждом шаге по времени.  

4. Программная реализация 

Представленный вычислительный алгоритм был реализован в виде программного 

модуля. Программа была написана на языке программирования С++ с использованием стан-

дарта OpenMP для реализации параллельных вычислений с привлечением многопоточности 

на многопроцессорных многоядерных системах, имеющих общую памятью. Для выполнения 

параллельных вычислений на графических процессорах или на центральных процессорах, с 

использованием набора инструкций SSE/AVX, была задействована библиотека OpenCL. 

Первоначально программа была отлажена на машине разработчика в окружении компи-

лятора GCC 5.1.0 (TDM-GCC), последней версии драйверов OpenCL и технологии APP-AMD-

SDK. Для выполнения численных расчетов были использованы библиотека GSL [27] и собрание 

библиотек классов BOOST [28]. Далее, после компиляции, отладки и проверки работоспособно-

сти, программный код копировался на суперкомпьютер «Уран» ИММ УрО РАН, оснащенный 

графическими укорителями NVIDIA Tesla M2050 GPU. Затем, уже в окружении вычислитель-

ной среды суперкомпьютера, была выполнена повторная компиляция программы. Компиляция 

производилась с использованием компилятора Intel C++ версии 14.0 и стандартных версий биб-

лиотек OpenMP и OpenCL, установленных на суперкомпьютере. 

5. Пример 

Тестирование программы, анализ точности и скорости счета были проведены на 

модельной задаче теплопроводности с вырождением для симметричного случая, когда 

нулевой фронт имеет форму окружности 

   tryxyxtg 222,,  ,  









 


C

t
Rtr 1 , 

 

(10) 

где 



4

4 , 
22

1


 . Точное решение в этом случае имеет вид: 

 k
k

tC

RC

tC

yx
u









 2122

, 

 

(11) 

где 



4

k . 

Возможности программы позволили оперативно изменять входные данные, а именно: 

шаг по времени, количество граничных элементов, количество внутренних точек коллока-

ции, а также вид РБФ, и производить компиляцию непосредственно перед выполнением рас-

чета. Для этих целей использовался текстовой редактор Emacs. Значения температуры вдоль 

радиуса окружности, полученные с помощью МГЭ, оказались близки к аналитическому  
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решению (11). Для примера на рис. 1 приведено сравнение точного решения и решения МГЭ  

с шагом по времени 05,0h  при ;3 10C  и 1R  в различные моменты времени. 

 

Рис. 1. Сравнение решения МГЭ и точного решения вдоль радиуса окружности 

В табл. 1 представлено сравнение времени выполнения последовательного алгоритма 

и двух реализаций параллельного алгоритма с использованием OpenMP. Расчет выполнялся 

на двухъядерном процессоре Intel(R) Core(TM) Duo CPU E8300 и на четырехъядерном про-

цессоре Intel(R) Core(TM)2 Quad CPU Q8400. Решение задачи проводилось для интервала 

времени  1,0t  с шагом по времени 1,0h . 

Таблица 1 – Время расчета задачи при различных реализациях алгоритма  

с использованием OpenMP 

Количество  

граничных  

элементов 

Последовательный  

алгоритм, с 

Параллельный  

алгоритм,  

использование 

OpenMP, 2 ядра, с 

Параллельный  

алгоритм,  

использование 

OpenMP, 4 ядра, с 

400 373 160 16 

800 1065 445 99 

1000 1531 645 190 

1300 2396 1001 405 

 

В табл. 2 представлено сравнение времени выполнения трех реализаций параллельно-

го алгоритма с использованием OpenCL. Расчет выполнялся на двухъядерном процессоре 

Intel(R) Core(TM) Duo CPU E8300 с SSE, на графическом процессоре ATI Radeon HD 5750 

GPU, имеющем 720 ядер, и на вычислительном модуле NVIDIA Tesla M2050 GPU. Решение 

задачи проводилось для интервала времени  1,0t  с шагом по времени 1,0h . 

Таблица 2 – Время расчета задачи при различных реализациях алгоритма  

с использованием OpenCL 

Количество  

граничных  

элементов 

Параллельный  

алгоритм, реализация 

OpenCL на CPU  

с SSE, с 

Параллельный  

алгоритм, реализация 

OpenCL на ATI Radeon 

HD 5750 GPU, с 

Параллельный  

алгоритм, реализация 

OpenCL на NVIDIA 

Tesla M2050, с 

400 3 3 2 

800 10 6 6 

1000 17 11 9 

1300 38 27 19 
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Обобщая результаты, полученные в ходе выполнения программы на разных аппарат-

ных платформах с использованием разных методов распараллеливания и при различном ко-

личестве граничных элементов, мы приходим к следующим выводам. 

1. Как видно из таблицы, использование параллельных алгоритмов приводит к значи-

тельному сокращению времени счета. 

2. Предложенный для распараллеливания алгоритм на основе МГЭ может полностью 

масштабироваться на количество ядер при различном количестве граничных элементов. 

3. При решении нестационарной задачи с помощью МГЭ основное время затрачивает-

ся на подсчет коэффициентов системы линейных уравнений, вычисление которых может вы-

полняться независимо, тогда, как решение самой системы не требует больших аппаратных 

ресурсов. 

4. На обычных компьютерах платформа OpenCL более эффективна, чем OpenMP. 

Адаптация программы под нее может ускорить вычисления в несколько раз, даже без ис-

пользования графических процессоров. Таким образом, имеет смысл включать ее во все но-

вые проекты, где возможно распараллеливание алгоритма. 

5. Подключение GPU позволяет еще больше ускорить счет, причем не столько важно 

поколение используемой видеокарты, как количество ядер на графическом процессоре. 

6. На графическом процессоре имеет смысл выполнять только циклы с фиксирован-

ным количеством повторений, давая возможность компилятору раскрыть их в линейный код. 

6. Заключение 

В ходе работы была использована методика распараллеливания алгоритма на основе 

метода граничных элементов для открытых стандартов OpenMP и OpenCL и создана ее про-

граммная реализация. Представлено сравнение времени расчета на примере нелинейной кра-

евой задачи для двумерного дифференциального уравнения теплопроводности с вырождени-

ем при различных реализациях алгоритма. На основе полученных результатов можно сделать 

вывод о целесообразности привлечения GPU для распараллеливания решения задач рассмот-

ренного класса. 
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