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Two mathematical models of diffusion are discussed as applied to the description of ion ni-
triding of austenitic stainless steel in electron beam plasma. One model is based on the assumption 
of the diffusion coefficient dependent on concentration, and this corresponds to the nonlinear 
boundary value problem of diffusion. The other model takes into account the effect of internal 
stresses, occurring in the surface layer and induced by introduced nitrogen atoms, on the diffusion 
process, and this leads to the inhomogeneous boundary value problems of diffusion. Algorithms for 
solving the boundary value problems are proposed, which are based on the boundary element meth-
od. Model examples have been solved to illustrate the functioning of the algorithms. 
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Рассматриваются две математические модели процесса диффузии применительно к 
описанию ионного азотирования аустенитной нержавеющей стали в плазме электронного 
пучка. В основе первой модели лежит предположение о зависимости коэффициента диффу-
зии от концентрации, что соответствует нелинейной краевой задаче диффузии. Вторая мо-
дель учитывает влияние на диффузионный процесс внутренних напряжений, возникающих в 
поверхностном слое и индуцированных внедренными атомами азота, что приводит к после-
довательности неоднородных краевых задач диффузии. Предложены алгоритмы решения 
краевых задач, основанные на методе граничных элементов. Решены модельные примеры, 
иллюстрирующие работу алгоритмов. 

Ключевые слова: математическое моделирование, диффузия азота, плазменное азо-
тирование, метод граничных элементов. 

1. Введение 
Широкое применение во многих отраслях промышленности (нефтегазовой, химиче-

ской, пищевой и др.) находят аустенитные хромоникелевые стали, обладающие высокой кор-
розионной стойкостью и технологичностью. Хотя эти стали обладают низкими прочностны-
ми свойствами и склонностью к адгезии при трении, которые не улучшаются термической 
обработкой. Кардинальное повышение функциональных характеристик хромоникелевых 
аустенитных сталей может быть достигнуто модифицированием их поверхностного слоя 
атомами азота путем проведения низкотемпературного ионно-плазменного азотирования [1]. 
Перспективным методом ионно-плазменного азотирования является азотирование в плазме 
электронного пучка [2–4]. 

Снижение температуры азотирования нержавеющих сталей ниже 450 °С позволяет 
формировать высокопрочную (твердостью 12–15 ГПа) коррозионностойкую фазу пересы-
щенного азотом твердого раствора. При низкотемпературном плазменном азотировании уда-
ется избежать нежелательного образования нитридов хрома, при котором снижается поток 
атомов хрома к поверхности, что приводит к потере способности формировать антикорро-
зийный защитный оксидный слой [5, 6]. Скорость диффузии азота в материал зависит от 
энергии активации диффузии и уменьшается с понижением температуры азотирования. Ко-
эффициент диффузии азота и, соответственно, скорость азотирования и глубина азотирован-
ных слоев могут быть повышены проведением перед азотированием деформационного нано-
структурирования поверхностного слоя [6]. В качестве наноструктурирующей обработки по-
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верхности аустенитных нержавеющих сталей перспективно применение фрикционной обра-
ботки скользящим индентором [7]. 

Все больший интерес вызывают вопросы математического моделирования процессов 
диффузии атомов внедрения (азот, углерод) в кристаллическую решетку сталей и сплавов. В 
основе этих моделей лежит дифференциальное уравнение параболического типа – уравнение 
диффузии. Теория решения линейных задач для уравнений математической физики разрабо-
тана довольно хорошо [8–10], однако в нелинейном случае, наиболее интересном как с тео-
ретической точки зрения, так и для приложений, имеются только отдельные научные резуль-
таты. А моделирование таких процессов, как формирование упрочненного поверхностного 
слоя при азотировании, приводит к нелинейным задачам, требующим разработки специаль-
ных методов решения. В литературе приводятся примеры моделирования этого процесса, 
однако они используют для оценки напряжений известные решения задач для гомогенных 
сред [11]. В работах [12–14] предложены модели процесса азотирования, учитывающие уси-
ление диффузии за счет внутренних напряжений, возникающих в поверхностном слое с вы-
сокой концентрацией внедренных атомов азота в крупнокристаллическую аустенитную 
сталь, которые, однако, не учитывают изменения напряженного состояния в градиентном по-
верхностном слое при деформационном наноструктурировании. Делаются попытки учета 
при моделировании низкотемпературного плазменного азотирования анизотропии коэффи-
циентов диффузии для различных кристаллографических ориентировок аустенитной стали 
[15]. В работах [16, 17] предложены модели процесса диффузии углерода, но физическое 
влияние азота несколько отличается и напрямую эти результаты использовать затруднительно. 

Таким образом, актуальной и востребованной задачей является проведение теоретиче-
ского исследования процессов низкотемпературного азотирования аустенитных сталей с ис-
пользованием современных подходов к решению краевых задач математической физики. В 
дальнейшем проведение совместного теоретического и прямого экспериментального опреде-
ления концентраций азота по глубине азотированных слоев позволит решать обратные зада-
чи диффузии с целью корректировки моделей, включая определение коэффициентов диффу-
зии в недеформированных и наноструктурированных поверхностных слоях, а также гранич-
ных условий для краевых задач. Это важно в связи с существенной неравномерностью рас-
пределения примеси азота в пограничном слое, что приводит к большим градиентам измене-
ния физических и механических свойств слоя. Представляется, что только совместное ис-
пользование экспериментальных методов и методов физического и математического моде-
лирования позволит корректно решать задачу оптимизации химического и структурно-
фазового состава градиентного поверхностного слоя для заданных условий эксплуатации. 

Цель настоящей работы заключается в обзоре постановок краевой задачи диффузии, 
описывающей процесс плазменного азотирования, и разработке алгоритмов решения этой 
задачи. На основе предложенных алгоритмов в дальнейшем будет создана компьютерная 
программа, позволяющая путем сравнения теоретических и экспериментально полученных 
распределений концентраций азота по глубине азотированных слоев решать обратные задачи 
диффузии для корректировки математической модели и для определения коэффициента 
диффузии. 

2. Математическая постановка задачи  
2.1 Нелинейное уравнение диффузии 

Процесс диффузии газа описывается дифференциальным уравнением диффузии – 
вторым законом Фика. В работе рассматривается одномерный диффузионный процесс в об-
ласти  hx ,0 , где h  – толщина плоского образца, граница 0x  соответствует поверхно-
сти, контактирующей с азотом. Нелинейность процесса диффузии определяется зависимо-
стью коэффициента диффузии от концентрации. Уравнение диффузии в этом случае имеет 
вид: 
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при заданных начальных и граничных условиях. Здесь  txc ,  – распределение концентрации 
азота в образце; t – время азотирования. 

Предполагается, что в начальный момент времени 0t  азота в образце не было, 
начальное условие задается в виде: 

  0 ,
0 


t
txc . (2) 

Так как при ионном азотировании аустенитной нержавеющей стали в плазме элек-
тронного пучка происходит диффузия азота вглубь образца [18], то можно считать концен-
трацию азота на поверхности постоянной 

   tctxc
x

*
0 

 , 


, (3) 

полагая, что равновесная с окружающей средой концентрация азота на поверхности достига-
ется за пренебрежимо малое время. 

Альтернативным граничным условием при 0x  является задание диффузионного 
потока: 

   tftxf
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Как правило, толщина диффузионного слоя при азотировании много меньше соответ-
ствующего размера образца, поэтому рассматриваемая задача подобна диффузии в полуо-
граниченной области, когда выполняется условие   0 ,

 

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txf . В связи с этим на удален-

ной границе принимается условие 
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В качестве вида зависимости коэффициента диффузии от концентрации при плазмен-
ном азотировании аустенитной нержавеющей стали в работах [12 – 14] предложено исполь-
зовать широко известное соотношение Эйнштейна-Смолуховского D(c)=F(1/c) [19] в виде 

 
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где R – универсальная газовая постоянная; T – абсолютная температура; L – коэффициент 
Онзагера. Подстановка (5) в уравнении (1) приводит уравнение диффузии к виду 
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2.2 Модель, учитывающая усиление диффузии за счет градиента внутренних напряжений 
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Насыщение стали азотом в процессе плазменного азотирования приводит к увеличе-
нию ее удельного объема. Кроме того, вблизи поверхности образца происходит образование 
и взаимодействие различных дефектов кристаллической решетки, накопление атомов азота, 
образование новых фаз и интенсивное ионное распыление. Совокупность этих эффектов 
приводит к возникновению сжимающих внутренних напряжений в азотированном слое. 

Вторая модель рассматривает диффузию с учетом влияния внутренних напряжений, 
вызванных внедренными атомами азота. Известно, что внутренние напряжения оказывают 
влияние на диффузию азота в соответствии со следующим уравнением: 

       
x

txtxc
RT

DV
x

txcDtxf N










,,,, . (7) 

Здесь VN – парциальный молярный объем азота в стали;  tx,  – внутренние напряжения. 
Уравнение (7) и закон сохранения вещества 
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приводят к уравнению для концентрации 
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В силу малости множителя  
2

2 ,
x

tx

  вторым слагаемым, стоящим в скобках в правой части 

уравнения (9), можно пренебречь, тогда 
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В работах [12 – 14] предложено при азотировании аустенитной нержавеющей стали исполь-
зовать линейную зависимость внутренних напряжений от концентрации в виде: 

   txcXtx ,,  , (11) 

где коэффициент пропорциональности принимается равным 
.%

200
ат
МПаX  . После подста-

новки зависимости (11) в (10) получаем  
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Дополняя уравнение (12) краевыми условиями (2) – (4), получаем еще одну краевую 
задачу, описывающую процесс диффузии. 
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3. Алгоритмы решения методом граничных элементов 

3.1 Алгоритм решения линейного однородного уравнения 
Краевая задача (1), (2), (3), (4) в случае постоянного коэффициента диффузии имеет 

известное решение методом граничных элементов [9, 10]. В момент наблюдения Ft  в произ-
вольной точке  h,0  справедливо равенство 
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,,  – производная концентрации по внешней нормали к границе, в 
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Граничные интегральные уравнения имеют вид: 
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Рассмотрим процесс диффузии на интервале  Mtt ,0 , разбитом точками  
00 t , 1t , 2t ,…, Mt  на M  шагов. На интервале  nn ttt ,1 , считаем постоянными    nqtq 0,0  , 

   nсtс *,0  ,    n
hcthc , . Тогда в момент наблюдения nt  граничные интегральные уравнения 

имеют вид: 
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Здесь  iq0 ,  i
hc , i=1,2,…,n-1, найдены на предыдущих шагах;  nq0 ,  n

hс  – неизвестные, опреде-
ляемые из решения системы (16), (17). Тогда решение краевой задачи (1)–(4) в момент вре-
мени ntt   определяется по формуле: 
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В результате на каждом шаге по времени получаем непрерывное по пространственной 
координате решение вида (18). Решение задачи в случае граничного условия (3’) проводится 
аналогично. 

В случае, когда граничное условие (3) (или (3’)) не зависит от времени, constс *   
( constf * ), соотношения (13)–(15) приводят к известным аналитическим решениям соот-
ветственно 
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где     




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y

dzzyerf
0

2  exp 2


 – функция ошибок. 

3.2 Алгоритмы решения нелинейного уравнения диффузии 
В случае, когда коэффициент диффузии зависит от концентрации, уравнение диффу-

зии становится нелинейным, как, например, уравнение (6). Тогда применение алгоритма, 
описанного в предыдущем разделе, может оказаться невозможным. В этом случае на каждом 
шаге по времени исходное уравнение (1) может быть представлено в виде уравнения Пуас-
сона 
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которое при граничных условиях (3) (или (3’)), (4) решается итерационно на основе подхода, 
предложенного в работах [20, 21]. При условиях (3), (4) k-я итерация имеет вид: 
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где  h0, ; hxcc = 2 |= , 0= 1 |= xqq ;    ||
2
1=,* rhxu  ;   nrsgnxq )(

2
1=,*  , xr = . Не-

известные величины  kq1  и  kc2  определяются на каждой итерации из решения граничных 
интегральных уравнений 
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Итерационный процесс закачивается, когда выполнено условие близости двух после-
довательных итераций. В результате мы вновь на каждом шаге получим распределение кон-
центрации в образце в непрерывном виде. 

Уравнение (12), учитывающее влияние градиента внутренних напряжений, также яв-
ляется нелинейным. Однако линейность слагаемого, содержащего старшую производную, 
позволяет решать это уравнение при краевых условиях (2)–(4) аналогично задаче (1)–(4). При 
этом нелинейная задача сводится к последовательности решения линейных неоднородных 
задач. На каждом шаге по времени это вновь приводит к итерационному процессу. На k-й 
итерации граничные интегральные уравнения 
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(24) 

определят неизвестные  nq0 ,  n
hс  на данной итерации. Тогда k-я итерация решения краевой 

задачи в момент времени ntt   имеет вид: 
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4. Примеры 
Предложенные алгоритмы были применены для решения модельных задач при следу-

ющих значениях параметров задач. Алгоритм (13)–(18) при постоянном коэффициенте диф-

фузии 
с

смD
2

11106   и постоянном значении 2
8* 1108,1

смс
f


  , соответствующем 



 

 
Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 6, 2015 
77 

 

 

Spevak L. F. et al. / Mathematical modelling of plasma nitriding of austenitic stainless steel  
http://dream-journal.org page 68÷79 

 

  4

* 1300,0
смD

ftq  , привел к решению, показанному на рис. 1 и совпадающему с реше-

нием (19’). 

 
Рис. 1. Концентрация азота при постоянном коэффициенте диффузии при различных перио-

дах азотирования 

Решение с помощью алгоритма (23)–(25) неоднородной задачи, учитывающей влияние 
градиентов напряжений при тех же граничных условиях и следующих значениях параметров: 

.%
200

ат
МПаX  , 340 смVN  , 

мольК
ДжR


 314,8 , КT 673 , показано на рис. 2. 

Сравнение графиков на рис. 1 и 2, соответствующих одинаковым периодам азотирова-
ния, показывает ускорение процесса диффузии вследствие влияния внутренних напряжений. 
 

 
Рис.2. Концентрация азота с учетом внутренних напряжений при различных периодах азоти-

рования 

5. Заключение 
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Обоснована актуальность построения математических моделей и теоретического изу-
чения процессов диффузии азота при низкотемпературном ионно-плазменном азотировании, 
в частности, в плазме электронного пучка, нержавеющих аустенитных сталей. Отмечается 
важность разработки эффективных алгоритмов решения краевых задач диффузии. Предло-
женные алгоритмы решения линейной и нелинейных краевых задач диффузии на основе ме-
тода граничных элементов могут быть использованы для создания компьютерных программ 
и решения обратной задачи диффузии азота. 
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