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Two plane-strain states of two identical hollow cylinders are considered, where one is made 

of a material with porosity evolution and the other is made of an incompressible material. For each 

hollow cylinder, the process of inflation begins from an undeformed state and ends as soon as the 

external boundary radius reaches a certain set value. In the assumption that the porosity increases 

and reaches its highest value at the outer boundary radius, the two hollow cylinders are compared  

in terms of their strains and stresses. 
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Рассмотрены два плоских деформированных состояния двух одинаковых полых  

цилиндров, где один изготовлен из материала с эволюцией пористости,  

а второй – из несжимаемого материала. Процесс раздувания для каждого полого цилиндра 

начинается из недеформированного состояния и завершается достижением внешним гранич-

ным радиусом некоторого заданного значения. В предположении, что пористость возрастает 

и на внешнем граничном радиусе принимает свое наибольшее значение, приведено сравне-

ние деформаций и напряжений двух полых цилиндров. 

Ключевые слова: полый цилиндр, внутреннее давление, ползучесть, пористость 

1. Введение 

В области ползучести различают опыты на одноосное растяжение и сложное напря-

женное состояние. Опыты на одноосное растяжение проводят на цилиндрических образцах, 

откуда определяют материальные параметры зависимостей от номинального напряжения 

между механическими характеристиками, такими как скорость деформации при установив-

шейся ползучести, деформация и время в момент разрушения. Опыты на сложное напряжен-

ное состояние проводят на трубчатых образцах, в которых реализуют заданное сложное 

напряженное состояние, характеризуемое знаками и значениями главных напряжений. Для 

тонкостенных трубчатых образцов одно из главных напряжений равно нулю, а остальные два 

зависят от способа нагружения, где при кручении два главных напряжения различаются 

только знаком, а при внутреннем давлении они принимают два различных положительных 

значения. 

В работах [1–7] приведены различные модели определения напряжений и деформаций 

ползучести, возникающих в полом цилиндре под воздействием внутреннего давления, где 

материал полого цилиндра принимается несжимаемым. Эксперимент [8] показал, что при 

установившейся ползучести (скорость деформации не меняется во времени) материал следу-

ет считать несжимаемым, а при ускоряющейся ползучести (скорость деформации возрастает 

во времени) – с эволюцией пористости. Вместе с этим экспериментальные данные [9] свиде-

тельствуют о том, что увеличение температуры приводит к росту пористости и что ближе  

к разрушению происходит растрескивание микропор с образованием трещин. Для стадии 

ускоряющейся ползучести рассматривают либо поврежденность [10], которая позволяет опи-

сать только главный механический процесс, либо пористость, которая позволяет описать  

не только главный механический процесс, но и сопряженные с ним физические процессы. 

mailto:inmec130@mail.ru
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Ниже пойдет речь об определении напряжений и деформаций ползучести в полом ци-

линдре из материала с эволюцией пористости, деформируемого под воздействием внутрен-

него давления. Чтобы сравнить напряжения и деформации материала с эволюцией пористо-

сти и несжимаемого материала, будет рассмотрен точно такой же цилиндр из несжимаемого 

материала. 

2. Постановка задачи  

Рассмотрим и сравним два деформированных состояния двух полых цилиндров, отли-

чающихся в недеформированном состоянии только типом материала, где первый изготовлен 

из материала с эволюцией пористости, а второй – из несжимаемого материала. В условиях 

плоского деформированного состояния ограничимся рассмотрением только поперечного се-

чения, где раздувание каждого из двух полых цилиндров начинается из недеформированного 

состояния и завершается достижением внешним граничным радиусом заданного значения.  

На рис. 1 приведены геометрия и размеры поперечного сечения этих двух полых ци-

линдров, пористость которых в недеформированном состоянии   0, а в деформированном 

  0 для материала с эволюцией пористости (1) и   0 для несжимаемого материала (2).  

 

 

Рис. 1. Геометрия и размеры поперечного сечения полого цилиндра:  

1 – из материала с эволюцией пористости; 2 – из несжимаемого материала 

Сопоставим перемещения в несжимаемом материале ur (когда ползучесть установив-

шаяся) и в материале с эволюцией пористости 

ru  (когда ползучесть ускоряющаяся).  

Для этого при одном и том же значении радиуса r рассмотрим разницу ρ между этими пере-

мещениями: 

 
  rrrr uuuu , , (1) 

где индекс ω означает принадлежность величины к материалу с эволюцией пористости, гра-

ничные радиусы a  и b , а также их перемещения ua, 

au  и ub заданы. 

Считаем, что процесс деформирования происходит осесимметрично и поперечное се-

чение полого цилиндра остается круглым, при этом для несжимаемого материала площадь 

поперечного сечения остается постоянной, а для пористого материала она получает прира-

щение за счет образования и роста микропор. Тогда в качестве характеристики материала  

с эволюцией пористости рассмотрим пористость ω, равную относительному приращению 

площади элементарного кольца, 
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где rdrs  2
ring
0  – площадь элементарного кольца в недеформированном состоянии,  

а ))((2
ring
1

  rr dudrurs  – площадь элементарного кольца из материала с эволюцией 

пористости в деформированном состоянии. 

Считаем, что образование и рост микропор происходит под воздействием окружных 

деформаций εθ ˃ 0 и не зависит от радиальных деформаций εr ˂ 0. В силу того, что разруше-

ние начинается на внешнем граничном радиусе [11], принимаем гипотезу, согласно которой 

пористость возрастает и на внешнем граничном радиусе принимает свое наибольшее значе-

ние. Из соображений размерности запишем пропорцию 

 avgsr , (3) 

где относительное приращение площади поперечного сечения полого цилиндра 

 
2

22

0

01s

)(

)())()((

ab

abuaub

s

ss ab











. (4) 

Здесь s0 – площадь поперечного сечения в недеформированном состоянии; s1 – пло-

щадь поперечного сечения из материала с эволюцией пористости в деформированном состо-

янии; относительное изменение интегрально-среднего радиуса определяется выражением 












b

a

ub

ua

r

ab

dR
R

u

uaub
r

)()(

1avg . 

Согласно (3), зависимость для пористости принимает вид 

 










b

a

ub

ua

r

rab

dR
R

u

u

r

uaub )()(

s
. (5) 

Чтобы воспользоваться (5), потребуется определить ur(r). 

3. Перемещения  

Сумма слагаемых первой скобки в формуле (2) выражает условие несжимаемости  

и обращается в нуль, 

 0
dr

du

r

u

dr

du

r

u rrrr , (6) 

откуда следует зависимость перемещений для несжимаемого материала при больших дефор-

мациях 

 rubuuru bbbr  )(222big
. (7) 
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Линеаризация (7) при ub ˂˂ b приводит к общеизвестной зависимости для перемеще-

ний при малых деформациях 

 
r

uub
u bb

r
)(small 

 . (8) 

Зависимость )(small rur  следует также из решения дифференциального уравнения (6) 

при εθεr = 0. Допустимость применения зависимости )(small rur  определяется величиной квад-

ратичного слагаемого (6) 

r
rr

dr

du

r

u
  . 

При εθεr ≤ 0,05 деформации следует считать малыми и допускается использовать зави-

симость )(small rur . При εθεr ˃ 0,05 следует деформации считать большими и использовать за-

висимость )(big rur . 

При ur ˂˂ r и ρ ˂˂ r из выражения (2) следует зависимость между пористостью и раз-

ностью перемещений несжимаемого материала и материала с эволюцией пористости 

dr

d
 , 

откуда находим разность между этими перемещениями  

 aa

r

ua

uudR

a

 

 

. (9) 

Таким образом, система (1), (5), (7) (или (8)) и (9) замкнута и определяет )(rur
 . 

4. Пример решения  

Построим графики и сравним перемещения (7) и (8), деформации Коши, а также уста-

новим влияние пористости на деформации и напряжения. С этой целью зададим следующие 

параметры: в недеформированном состоянии a = 20 и b = 30 мм, в деформированном состоя-

нии ub = 3 мм (этому значению соответствует ua = 4,27 мм), для материала с эволюцией пори-

стости ω
s 
= 0,05 (этому значению соответствует 75.3

au  мм). 

На рис. 2 приведены зависимости деформаций Коши, вычисленные для перемещений 

(7) и (8), откуда можно видеть, что small
  и 

big

  почти не различаются, а 

small
r  и 

big
r  за-

метно различаются, где 
r

ur
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small   и 
dr
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r

r
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small  , 
r
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  и 

dr

du
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r
big

big  . 
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Рис. 2. Деформации Коши, вычисленные для перемещений (7) и (8) 

На рис. 3 приведены зависимости безразмерных перемещений в несжимаемом и пори-

стом материалах, откуда можно видеть, что пористость приводит к заметному уменьшению 

перемещений. 

 

 

Рис. 3. Перемещения в несжимаемом и пористом материалах 

 

Рис. 4. Пористость и деформации Коши в несжимаемом и пористом материалах 
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На рис. 4 приведены зависимости пористости и деформаций Коши, откуда можно видеть, 

что пористость возрастает и приводит к заметному уменьшению радиальных деформаций (по аб-

солютной величине); вместе с этим влияние пористости на окружные деформации не так заметно. 

5. Напряжения  

Для несжимаемого материала напряжения принимают вид [6] 
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, 

где n  – материальный параметр, зависящий от марки сплава и температуры; p  – внутреннее 

давление. 

Для материала с эволюцией пористости рассмотрим эффективные напряжения [10] 





1
. 

В качестве примера используем материальный параметр n = 2,1 и предел кратковремен-

ной прочности σbreak = 180 МПа, которые описывают ползучесть титанового сплава ВТ6 при  

650 ºC [12]. С этой целью построим зависимости напряжений σθ, σz и σr при 36
5

break 


p  МПа. 

 

Рис. 5. Безразмерные напряжения для несжимаемого титанового сплава ВТ6  

и пористого при 650 ℃ под воздействием p = 36 МПа 

На рис. 5 приведены зависимости безразмерных напряжений, откуда можно видеть, 

что все три напряжения возрастают и на внешнем граничном радиусе достигают своих 

наибольших значений. При этом выполняется неравенство σθ ˃ σz ˃ σr, где σθ и σz – растяги-
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вающие напряжения, σr – сжимающие напряжения; вместе с этим влияние пористости на эти 

напряжения не так заметно. 

6. Заключение  

Сравнение перемещений и деформаций ползучести несжимаемого материала и мате-

риала с эволюцией пористости показало, что пористость приводит к заметному уменьшению 

перемещений и радиальных деформаций (по абсолютной величине) и не оказывает значи-

тельного влияния на напряжения. Вместе с тем, сравнение деформаций Коши, вычисленных 

для перемещений (7) и (8), показало, что наиболее чувствительны к зависимости перемещений 

радиальные деформации, для описания которых следует использовать либо зависимость (7)  

в области больших деформаций, либо зависимость (8) в области малых деформаций. 
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