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The paper reports a study of the process of heat transfer in a porous medium with internal heat 

sources. A model material is considered, which is a porous plate formed by Fischer–Koch S elementary 

cells, with a topology of triply periodic minimal surfaces. The results of solving the boundary value 

problem of thermal conductivity in a thin plate under symmetric boundary conditions of the first kind 

are presented. The developed numerical-analytical method is used to obtain a simple solution to the 

problem, taking into account the topological features of the material. Computational homogenization 

methods based on computer-aided engineering simulation in the Ansys software are used to 

determine the transfer coefficients and thermophysical properties of the area under study. The paper 

presents graphs of temperature distribution in a porous plate at different times and compares the  

obtained analytical solutions with numerical ones. The results of the study can be used in designing 

thermal protection of heat-generating equipment, heat and mass transfer paths in thermal and  

mechanical equipment, etc. The solutions are presented in a simple analytical form; this enables 

them to be used by a wide range of researchers and engineers and does not require using expensive 

software and hardware. 
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В работе выполнено исследование процесса переноса тепла в пористой среде с внут-

ренними источниками тепла. Рассматривается модельный материал – пористая пластина  

с топологией трижды периодических минимальных поверхностей, образованная элементар-

ными ячейками типа Фишера – Коха S. В статье приведены результаты решения краевой за-

дачи теплопроводности в тонкой пластине при симметричных граничных условиях первого 

рода. С использованием разработанного численно-аналитического метода получено простое 

по форме решение задачи с учетом топологических особенностей материала. При определе-

нии коэффициентов переноса и теплофизических свойств исследуемой области использова-

ны методы вычислительной гомогенизации среды на основе CAE-моделирования в про-

граммном комплексе Ansys. В статье приведены графики распределения температуры в по-

ристой пластине в различные моменты времени, выполнено сравнение полученных аналити-

ческих решений с численными. Результаты работы могут быть использованы при проектиро-

вании тепловой защиты тепловыделяющего оборудования, тепломассообменных трактов 

тепломеханического оборудования и др. Решения представлены в простом аналитическом 

виде, что делает возможным их использование широким кругом исследователей, инженеров 

и не требует использования дорогостоящего программного обеспечения и вычислительной 

техники. 

Ключевые слова: эффективная теплопроводность, трижды периодическая минимальная  

поверхность Фишера – Коха, дополнительная искомая функция, дополнительные граничные 

характеристики, упорядоченная макроструктура, пористый материал, перенос тепла 

1. Введение 

В большинстве случаев пористые материалы представляют собой твердотельный кар-

кас с газовыми каналами, полостями различной формы. Такие материалы широко использу-

ются во многих отраслях промышленности благодаря своим уникальным свойствам: в строи-

тельной отрасли пористые материалы используются для изготовления легких бетонов, экс-

трудированного пенополистирола и др. Они обладают низкой плотностью, хорошими тепло-

изоляционными свойствами, что делает их идеальными для строительства зданий с низким 

энергопотреблением [1–2]. В аэрокосмической промышленности пористые материалы ис-

пользуются для изготовления теплоизоляционных материалов или облегчения веса кон-

струкций [3–5]. В энергетической промышленности – в качестве рабочей зоны фильтров,  

сепараторов, теплообменных устройств и т. д. [6–8]. 

mailto:r.kristina2017@mail.ru
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Изучение теплофизических характеристик материалов с пористой структурой являет-

ся важной задачей теоретической и прикладной теплотехники. Свойства таких материалов 

существенно зависят от геометрических и топологических характеристик пор, свойств мате-

риала каркаса и заполнителя порового пространства. Одной из ключевых особенностей по-

ристых материалов является их большая поверхность, которая способствует увеличению 

теплового, гидрогазодинамического сопротивления, влияет на теплоотдачу и теплопровод-

ность материала. Понимание закономерностей теплопереноса в пористых материалах позво-

ляет оптимизировать их использование в различных технических приложениях. Моделиро-

вание теплопереноса в пористых материалах требует учета зависимости теплофизических 

свойств от температуры. Это приводит к необходимости решения сложных, в том числе не-

линейных, дифференциальных уравнений в частных производных, а также их систем. 

Решению задач переноса (тепла, массы, импульса) в пористых средах посвящены работы 

многих авторов. Разрабатываются новые точные и численные методы их решения [9–12], новые 

технологии изготовления пористых материалов, улучшаются физико-механические свойства 

и т. д. Одним из наиболее перспективных направлений развития данной темы является раз-

работка теоретических основ прогнозирования физических свойств пористых материалов  

с упорядоченной структурой. Наибольший интерес вызывают пористые материалы на основе 

трижды периодических поверхностей минимальной энергии. Эти поверхности используются 

при создании материалов с пористой структурой, таких как фильтры, мембраны и другие. 

Особенностью этих поверхностей является то, что их свойства можно прогнозировать на ос-

нове основных геометрических характеристик, таких как толщина стенки элементарной 

ячейки, размер ячейки и др. Например, при увеличении пористости такого материала его 

термическое сопротивление возрастает, а при уменьшении увеличивается прочность кон-

струкции. Это позволяет заранее определить свойства материала и оптимизировать его пара-

метры для конкретной задачи.  

2. Постановка задачи и методы решения 

В настоящей работе рассмотрена задача теплопроводности в пористой пластине  

с внутренним источником теплоты при симметричных граничных условиях первого рода, 

структура которой основана на трижды периодических минимальных поверхностях (ТПМП) 

типа Фишера – Коха S [13] с толщиной стенки  2l (рис. 1). 

Пористость элементарной ячейки φ зависит от геометрических параметров (толщины 

стенки ячейки δ и длины ребра куба b, в который вписана ячейка) и определяется c помощью 

вычислений в модуле SpaceClaim ПК Ansys (рис. 2). Таким образом, пористость определяет-

ся выражением 

 
V

VТПМП1φ  , (1) 

где VТПМП – объем элементарной ячейки; V – объем куба, в который вписана ячейка. 

Аппроксимируя полученные результаты, получаем выражение 

  5,07351φ , (2) 

где ∆ – относительная толщина, ∆ = δ/b. 

Математическая постановка данной задачи с учетом симметрии пластины (для поло-

вины пластины) имеет вид [14] 
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где T – температура, K; c – теплоемкость, Дж/(кг  °C); ρ – плотность, кг/м³; τ – время, с;  

x – координата, м; λ – коэффициент теплопроводности, Вт/(м K); qV – мощность внутреннего 

источника теплоты, Вт/м
3
; Tст – температура стенки, K; T0 – начальная температура, K. В со-

ответствии с задачей (3) – (6) на одной из граней исследуемой ячейки задается граничное 

условие первого рода Tст, а на всех остальных – отсутствие теплообмена. 

 

 

Рис. 1. Пористая пластина на основе ТПМП Фишера – Коха S 

С целью осреднения теплофизических свойств материала выполнена вычислительная 

«гомогенизация среды» на основе метода минимального репрезентативного объема [15]. 

Следуя данному методу, уравнение (3) запишем в виде 
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где ceff (ceff = c), ρeff, λeff – эффективные (осредненные) коэффициенты теплоемкости, плотно-

сти и теплопроводности гомогенизированной среды соответственно. 
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Рис. 2. Расчетная геометрия твердотельной модели ТПМП Фишера – Коха S 

Плотность пористого материала ρeff определяется зависимостью от пористости φ: 

 ),1(ρρ  seff  (8) 

где ρs – истинное значение плотности материала каркаса, из которого изготовлена пористая 

структура. 

Эффективный коэффициент теплопроводности λeff определяется следующей линейной 

зависимостью: 

 ),1(73,0λ  seff  (9) 

где λs – коэффициент теплопроводности материала твердотельного каркаса [14]. 

С учетом (8) можно записать: 
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С учетом (10) уравнение (3) примет вид 
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Выполним параметризацию уравнения (3). Введем следующие переменные и пара-

метры: 
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Здесь Θ – безразмерная температура; ξ – безразмерная координата; L – линейный размер 

ячейки (длина ребра куба), м; Fo – критерий Фурье (безразмерное время); Po – критерий  

Померанцева; A – коэффициент, зависящий от тепловых свойств материала твердотельного 

каркаса и эффективного коэффициента теплопроводности. 

С учетом введенных обозначений уравнение (3) имеет следующий вид (см. рис. 3): 

 AA 
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. (12) 

Решение уравнения (12) отыскивается в области 0 < ξ < 1. Граничные условия (4) – (6) 

могут быть представлены в безразмерном виде: 

 ;0)0,(   (13) 

 ;1)Fo,1(   (14) 

 .0
)Fo,0(





 (15) 

 

Рис. 3. График теплообмена 

В соответствии с методом, описанным в работах [17–19], введем в рассмотрение  

новую искомую функцию времени 

 ),Fo,0()Fo(   (16) 

где σ(Fo) – закон изменения температуры в центре пластины (ξ = 0) во времени. 

Решение задачи (12)–(15) отыскивается в виде алгебраического полинома: 
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где n – число членов ряда (17); bi(Fo) – неизвестные коэффициенты, зависящие от безразмер-

ного времени. 

Для получения решения задачи (12)–(15) в первом приближении ограничимся тремя 

слагаемыми в выражении (17). Для определения неизвестных коэффициентов bi(Fo) подста-

вим выражение (17) в граничные условия (14) и (15), а также в дополнительное условие (16). 

В результате подстановки получим систему трех алгебраических уравнений 
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Из решения системы находим: 

 ;Fo)()Fo(1 b  
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 ).Fo(1)Fo(3 b  

Выражение (17) с учетом найденных коэффициентов запишется в виде 

 ,)Fo()()Fo,( 2

1  f  (18) 

где f1(ξ) = 1 – ξ
2
 – координатная функция. Полученное соотношение удовлетворяет гранич-

ным условиям (14), (15), а также дополнительному условию (16) при любых значениях 

функции )Fo( . 

Для приближенного удовлетворения исходного дифференциального уравнения (12) 

проинтегрируем его в пределах изменения пространственной координаты, т. е. составим ин-

теграл теплового баланса [20]: 
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Вычисляя интеграл, получаем обыкновенное дифференциальное уравнение вида 

   ,0 2Po (Fo)21
3

2

Fo

)Fo(












А

A

d

d
 (20) 

из решения которого находим 
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где 1C  – константа интегрирования. 
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Подставляя (21) в (18), получаем  
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Для выполнения начального условия (13) составим его невязку и потребуем ортого-

нальности невязки к координатной функции )(1 f : 

 .010Po44 )()]0,([ 11
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Из решения уравнения (23) определим константу интегрирования 
2

5
Po1  AC . 

Выражение (18) с учетом найденного значения представляет решение задачи (12)–(15) в пер-

вом приближении и может быть записано в виде 
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Для дальнейшего повышения точности необходимо увеличивать число членов ряда (17). 

Так, в третьем приближении будем использовать девять членов ряда, в четвертом – двена-

дцать и так далее. Для нахождения неизвестных коэффициентов необходимо использовать 

дополнительные граничные условия, физический смысл которых состоит в выполнении ис-

ходного дифференциального уравнения (12) и выражений, полученных после его дифферен-

цирования в точках ξ = 0 и ξ = 1. 

С целью оценки точности полученного приближенно-аналитического решения вы-

полнены численные решения рассматриваемой задачи методом конечных разностей  

в ПО MathCAD и методом конечных элементов в ПК Ansys. Используя явную схему аппрок-

симации дифференциальных операторов, находим дискретное решение задачи (12)–(15)  

на пространственно-временной сетке: 

 Δξ;ξ jj     ;,0 Jj     ;Δττ ii     ,,0 Ii   (25) 

где J, I – число шагов по координате ξ и времени τ соответственно. 

В модуле Transient Thermal ПК Ansys в соответствии с задачей (12)–(15) на одной из 

граней элементарной ячейки задается граничное условие первого рода Tст, а на всех осталь-

ных – отсутствие теплообмена. Зависимость коэффициента теплопроводности от температу-

ры устанавливается в соответствии с выражением (9). Конечно-элементная сетка для реше-

ния задачи состоит примерно из 2 млн элементов. Решение задачи теплопроводности в пори-

стой плоской пластине выполнено при толщине стенки 0,0002 м. Температура в начальный 

момент времени принимается T0 = 0 °C, а температура на поверхности пластины Tст = 100 °C. 

Мощность внутреннего источника теплоты составляет 200 Вт/м
3
. Пористая пластина состоит 

из элементарных ячеек типа Фишера – Коха S и изготовлена из пластика PETG с использо-

ванием FDM-печати. Для расчетов приняты следующие свойства материала [14]: теплоем-

кость – 1050 Дж/(кг∙°С); плотность – 1300 кг/м
3
; теплопроводность – 0,2 Вт/(м∙°С). 
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3. Результаты и обсуждение 

На рис. 4 представлены результаты расчетов, полученные несколькими методами: 

приближенно-аналитическим (расчет по формуле (17) во втором приближении), методом ко-

нечных разностей и методом конечных элементов. Анализ результатов позволяет сделать 

вывод об удовлетворительном совпадении безразмерных температур, полученных всеми ме-

тодами.  

 

 

Рис. 4. Распределение температуры по координате при φ = 0,89 и Po = 0,001: 

––––  – расчет по формуле (17) (второе приближение);  – – –  – решение по методу конечных 

разностей (MathCAD);   – решение по методу конечных элементов (Ansys) 

 

Рис. 5. Распределение температуры в элементарной ячейке Фишера – Коха S 

Путем анализа вычислительных экспериментов установлено, что ТПМП-ячейка типа 

Фишера – Коха S сохраняет структуру (не происходит внутренних пересечений, полного за-

полнения пор и др.) в диапазоне толщины стенки 0 < δ ≤ 0,0019 м. С учетом зависимости (2) 

область допустимых значений пористости составляет 0,26 < φ ≤ 1. Для указанных значений δ 

и φ распределение температуры по координате практически не зависит от геометрических 

характеристик ячейки. 
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В результате решения задачи методом конечных элементов были получены контуры 

распределения температуры в исследуемой ячейке (рис. 5). 

4. Заключение 

Получено простое по форме аналитическое решение задачи переноса тепла через 

плоскую пористую стенку, структура которой основана на ТПМП типа Фишера – Коха S. 

Полученные выражения для определения температурной функции позволяют без использо-

вания специализированного ПО и вычислительной техники находить распределение темпе-

ратур внутри пористых материалов, определять тепловые потери и т. д. 

С целью верификации приближенно-аналитического метода решения задачи теплопе-

реноса в пористой среде, основанной на ТПМП типа Фишера – Коха S, выполнено сравнение 

результатов расчетов температурной функции во втором приближении с результатами, полу-

ченными методами конечных разностей и конечных элементов. Погрешность вычислений во 

втором приближении по сравнению с численными методами не превышает 4 % (по норме 

Чебышева) в диапазоне времени τ ≥ 700 с. 

Полученные результаты могут быть использованы для определения эффективной теп-

лопроводности пористых материалов на основе ТПМП, температурных полей и тепловых 

потоков внутри пористых сред при одномерном переносе тепла. 
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