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A new exact solution of the Oberbeck-Boussinesq equations for the convective flow of a vis-

cous incompressible fluid is considered. Layered flows of a viscous incompressible fluid are investi-

gated within the class of the Sidorov-Lin exact solutions, which generalizes the family of the 

Ostroumov-Birikh solutions. The use of an exact solution allows an overdetermined system of fluid 

motion equations to be solved. The fluid is heated by setting a heat source at both boundaries. The 

dimension of the studied boundary value problem cannot be lowered by the transformation of the ro-

tation. The obtained exact solution describes the counterflow in the fluid. Thermocline and a bounda-

ry layer occur near one of the boundary layers in the fluid flow. 
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В статье рассмотрено новое точное решение уравнений Обербека-Буссинеска для кон-

вективного течения вязкой несжимаемой жидкости. Слоистые течения вязкой несжимаемой 

жидкости исследуются в рамках класса точных решений Сидорова-Линя, обобщающего се-

мейство решений Остроумова-Бириха. Использование точного решения позволяет разрешить 

переопределенную систему уравнений движения жидкости. Нагрев жидкости осуществляется 

посредством задания источника тепла на обеих границах. Размерность изучаемой краевой за-

дачи не может быть понижена преобразованием поворота. Полученное точное решение опи-

сывает противотечения в жидкости. При течении жидкости возникает термоклин и погранич-

ный слой вблизи одной из границ слоя. 

Ключевые слова: слоистое течение, точное решение, противотечения. 

1. Введение 

Изучение конвективных движений вязкой жидкости является одной из распространен-

ных задач в самых разных теоретических и прикладных научных дисциплинах. В условиях 

нормальной гравитации для описания конвективных течений жидкости используется подход 

Обербека [1]. Интерес к нахождению точных решений обусловлен нелинейностью системы 

Обербека-Буссинеска и изучением физических механизмов теплового движения жидкости, 

которые часто обладают весьма неожиданными свойствами относительно движений жидкости 

при постоянной температуре [1, 2].  

Особо интересным оказывается вопрос о наличии в слое жидкости застойных точек 

(точек покоя). Если решения уравнений Навье-Стокса и их модификации являются непрерыв-

ными функциями координат, то рядом с такими точками, как правило, образуются застойные 

зоны, т. е. области с обратным (возвратным) течением [3–6].  

Первым изотермическим точным решением, посвященным исследованию застойных 

точек, является течение Хименца [7]. Исследование противотетечений в океане было начато 

Экманом [8]. Известно, что течение Экмана является сдвиговым, у которого вертикальная 

скорость равна нулю (слоистым) [9]. Влияние температурной стратификации может сущест-

венно изменить структуру поля скоростей. В этом случае в жидкости могут появиться допол-

нительные точки покоя в сравнении с изотермическими течениями. Соответствующие условия 

для различных видов краевых задач конвекции представлены в [10–16]. 
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Исследование конвективных течений в аналитической форме осуществляется посред-

ством построения и анализа классов точных решений уравнений Обербека-Буссинеска.  

В [17–31] построены широкие классы точных решений для описания жидкостей при враще-

нии. В статьях [32–38] приведены точные решения для конвективных термокапиллярных те-

чений, которые являются обобщениями течения Остроумова-Бириха [17, 18]. Примеры точных 

решений, описывающих изотермические и конвективные противотечения в слоистых течениях 

для вертикально завихренной жидкости, представлены в [10].  

В работе предложено новое точное решение, описывающее движение вязкой несжи-

маемой жидкости под действием заданных на верхней границе тангенциальных сил, которые 

не являются в общем случае результатом действия капиллярного эффекта. Характерной осо-

бенностью полученного решения является трехмерность полей давления и температуры по 

координатам. Кроме того, данное решение при определенных значениях параметров, задавае-

мых на границах слоя жидкости, допускает появление расслоений физических полей, причем 

точек расслоения может быть несколько. 

2. Постановка задачи и методы решения 

Для описания конвективных движений в слоистых крупномасштабных течениях  вяз-

кой несжимаемой жидкости в стационарном случае, как правило, используется система урав-

нений тепловой конвекции в приближении Буссинеска [1, 2]. С математической точки зрения 

эта система состоит из уравнения Навье-Стокса 

                      (1) 

уравнения теплопроводности 

          (2) 

и уравнения несжимаемости 

         (3) 

В системе (1)–(3) используются стандартные обозначения:                     – 

вектор скорости, причем     , так как рассматривается слоистое течение;   – отклонение 

давления от гидростатического, деленное на постоянную среднюю плотность с жидкости, 

линейно зависящую от температуры;   – отклонение от средней температуры; v,   – коэффи-

циенты кинематической вязкости и температуропроводности жидкости соответственно;  

  – орт оси    направленной вертикально вверх;    
 

  
 
 

  
 
 

  
    

  

   
 

  

   
 

  

   
 – опе-

ратор Гамильтона и двумерный оператор Лапласа соответственно.  

Полученная система (1)–(3) является нелинейной (за счет наличия конвективных чле-

нов в уравнении теплопроводности) и переопределенной (5 скалярных уравнений относитель-

но четырех неизвестных – компонент скорости                                   Чтобы из-

бавиться от переопределенности, будем искать решение в классе, предложенном в [29]: 

                       (4) 

                                                    (5) 

Использование класса (4) приводит к тому, что уравнение неразрывности удовлетворя-

ется тождественно: 
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Подставляя разложения (4)–(5) в уравнения Навье-Стокса (1), согласно принципу неоп-

ределенных коэффициентов получаем: 

                    

   
  

                 

Аналогичным образом из уравнения теплопроводности получаем еще три уравнения: 

           
       

     
       

Таким образом, окончательно получаем систему уравнений: 

 
    

   
     

    

   
    (6) 

 
   

  
        

   

  
       (7) 

  
   

   
        

   

   
       (8) 

  
    

   
             (9) 

 
   

  
     .  (10) 

Полученная система дифференциальных уравнений (6)–(10) является системой трина-

дцатого порядка, следовательно, необходимо задать на границах слоя тринадцать условий, ко-

торые будут использованы для определения констант, возникающих при интегрировании этой 

системы. 

Нижняя граница жидкости (   ) полагается абсолютно твердой и неподвижной, на 

ней выполнено условие прилипания                 и задано температурное поле, кото-

рое в силу структуры выражений (5) записывается в виде 

              

Верхняя граница (   ) полагается свободной и недеформируемой при движении 

жидкости. Температура задается функцией 

              

Давление      на верхней границе полагается равным  . Кроме того, на свободной по-

верхности заданы напряжения: 

 
  

  
       

  

  
     

Таким образом, окончательно приходим к следующей системе граничных условий: 
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Далее будем рассматривать частный случай задания температурного возмущения толь-

ко на нижней границе (     ). Кроме того, будем полагать      т. е. отсчет приведенно-

го давления будет вестись от уровня, задаваемого на верхней границе слоя. 

3. Результаты и обсуждениe 

3.1 Получение решения краевой задачи 

Интегрируя последовательно уравнения системы (6)–(10) в силу приведенных гранич-

ных условий, легко получаем точное решение описанной краевой задачи: 

 

     
                                   

     
  

 

     
                                   

     
  

 

      
 

          
 

 

                                    
                    

 

+                                                 
 

       
         

  
  

 

       
         

  
  

 

       
 

         
                         

             

 

                                           
 

        
  

 
  

 

        
  

 
  

Поставим далее задачу исследования условий существования застойных точек и воз-

никновения противотоков в полях давления и температуры (аналогичное исследование для 

поля скоростей было проведено авторами ранее, в частности в [15, 16]). Отметим только, что 
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случай       не будем рассматривать за его тривиальностью. Действительно, если по-

следнее двойное равенство будет выполнено, то получим  

                        
          

  
           

  

 
, 

и очевидно, что расслоений в слое       не возникает.  

4. Нормировка решения 

Для удобства дальнейшего анализа пронормируем полученные решения для поля тем-

пературы и давления, приведя их к безразмерному виду. Пусть (без ограничения общности) 

   . Введем новые параметры системы:   
 

 
     

 

 
    

 

 
  где     – соответственно вер-

тикальный и горизонтальный характерные размеры слоя.  Далее перейдем к безразмерным ко-

ординатам    
 

 
     

 

 
     

 

 
  изменяющимся в диапазоне        

Функцию температуры нормируем на     
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где          
 

 
 
       

  
 – число Пекле. Можно показать, что величины   

 

  
   

  
     

    

    
    также являются безразмерными. Окончательно получаем: 
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Аналогично обезразмериваем давление, разделив все члены на        
 

  
 

     
 

  
     

 
  

    
 
 

 
 

  
    

 
 

 
             

 

   
  

    
           

 

 
                  

  
    

             
 

 
       

 

   
 

     
 
                    

          
 
  

  
  

 

 
                   

                 

                
 
  

  
  

 

 
                                               

                
 
  

  
  

 

 
    

 
   

   
 
 

 
 
         

    
 
 

  
 
 

  
      

 
     

 
     

 
     

 

 
 

     
 
     

  
 
 

 
          

 
      

 
      

 
     

 
     

 
   

 

     
 
    

 

 
 
   

  
      

 
     

 
     

 
   

 

 
     

     
        

 
      

 
      

 
     

 
     

 
   

 

5. Исследование решения 

Для дальнейшего удобства всюду далее опустим «крышечки» у нормированных 

функций и приведенных переменных. Отметим, что функции            линейны по     и 

значительно нелинейны по  . Исследовать эти функции на экстремум в таком виде не-

удобно, так как они описывают поверхности в четырехмерном пространстве координат, 

однако в данном случае можно снизить размерность, введя замену               
     . Можно показать, что точка            является экстремумом функции       
(или     ) тогда и только тогда, когда экстремумом этой функции является точка        , 
где          . 

Необходимым условием существования экстремума является обращение в ноль част-

ных производных исследуемой функции. Найдем эти производные на примере функции тем-

пературы       
 

  

  
      ,  т. е.       
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Вопрос о том, попадает ли точка    в интервал          ,оставим пока открытым. 

Достаточное условие существования экстремума у функции        двух переменных 

заключается в определении знака выражения 

   

   
 
   

   
  

   

    
 

 

 

в точке, подозрительной на экстремум. В случае функции температуры имеем: 

   

   
 
   

   
  

   

    
 

 

   
   

   
  

   

    
 

 

   
   

    
 

 

       

т. е., экстремума у функции    нет. Найденная выше точка         является седловой. Анало-

гично доказываем, что экстремума нет и у функции давления    Однако отсутствие экстрему-

ма у этих функций не гарантирует отсутствие застойных точек, определяющих положение 

расслоений полей. 

Как отмечалось выше, функции                 существенно нелинейны по  , а значит, 

их поведение зависит от значений параметров, задаваемых на границе. На рис. 1 представлены 

поверхности, задаваемые функцией температуры         в трехмерном пространстве 

             для трех различных наборов значений параметров, определяющих граничные ус-

ловия. 

 

 

а б в 

Рис. 1. Поведение функции        в зависимости от значений параметров системы: 

а – при 
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в – при 
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Аналогично на рис. 2 приведена поверхность, задаваемая функцией давления       . 
 

 

а б в 

Рис. 2. Поведение функции        в зависимости от значений параметров системы: 

а – при 
          

 

        
    

 

    
    б – при 

          
 

        
     

 

    
     

в – при 
          

 

        
     

 

    
     

Кроме того, возможны такие сочетания параметров системы, что внутри изучаемого 

слоя можно выделить подслои так, что хотя бы на границе каждого такого подслоя температу-

ра      (или, соответственно, давление       ) становится нулевой. Границы    этих подслоев 

являются нулями функции   , если исследуется поле температуры, и функции   , если речь 

идет об исследовании давления. 

Начнем с функции температуры   . Очевидно, что      есть нуль функции   , однако 

он совпадает с одним из концов исследуемого отрезка      , поэтому не определяет подслой с 

противотечением.  

Введем функцию      следующим образом: 

       
    

    
      , 

где                                           
     

    
      

         

    
. 

Функция      является полиномом шестой степени относительно  . Следовательно, у 

нее не более шести корней, но необязательно все из них будут принадлежать отрезку      , по-

этому не могут определять точку расслоения. Согласно теореме Декарта число положитель-

ных корней многочлена с вещественными коэффициентами равно количеству перемен знаков 

в ряду его коэффициентов или на четное число меньше этого количества.  

В таблице приведено возможное количество смен знаков ряда коэффициентов функции 

     в зависимости от значений параметров    . 
 

№ 

п.п. 

Параметры Число смен  

знаков           

1                 4 

2 – » – – » –     5 

3 – » –         4 

4 – » – – » –     3 

5                 2 

6 – » – – » –     3 

7 –     – не реализуем – – 
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Таким образом, у функции      может быть не более 5 положительных корней. Откры-

тым остается вопрос о том, сколько из них будет     
Введем функции             следующим образом: 

                   , 

где                                            

Нетрудно показать, что введенные функции             монотонно убывают на ин-

тервале      . Тогда при неотрицательном    функция      будет монотонно убывать, а 

значит, будет иметь на интервале       не более одного нуля (рис. 3). В этих случаях 

функция температуры        задает поверхность, вид которой приведен, соответственно, 

на рис. 1 а, б. 

 

 

а б 

Рис. 3. Поведение функции      : при         (а); при          (б) 

При отрицательном   функция      представляет собой сумму также монотонных 

функций, но уже разнонаправленных (убывающей и возрастающей), поэтому в данном случае 

функция      (а, следовательно, и функция   ) может иметь уже большее число нолей в ин-

тервале      . На рис. 4 показан случай, когда функция    имеет два ноля, а функция темпера-

туры        имеет вид, представленный на рис. 1 в. 

 

 

Рис. 4. Поведение функции         при           
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Аналогичные рассуждения справедливы и при анализе функции давления   .  

 

 

а б 

 

в 

Рис. 5. Поведение функции      : а – при    
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б – при    
   

  
      

 

 
 

   

  
  в – при    

   

  
      

 

 
 

   

  
 

 

Когда у компоненты       нет нулей на исследуемом интервале (рис. 5 а), поле 

давления         определяется поверхностью, изображенной на рис. 2 а; когда есть один 

нуль (рис. 5 б) – поверхностью, изображенной на рис. 2 б; наконец, когда есть, например, 

два нуля (рис. 5 в) – поверхностью, изображенной на рис. 2 в. Кроме того, напомним, что 

ввиду выбранной выше замены         каждой паре точек       на рис. 1 и 2 соответ-

ствует целая прямая в изначальном пространстве координат        , введенных в слое 

жидкости при формулировке основных соотношений модели.  

6. Заключение 

В настоящей работе были рассмотрены слоистые крупномасштабные течения вяз-

кой несжимаемой жидкости в стационарном случае, индуцируемые  градиентом темпера-

туры и касательными напряжениями на границе. Было получено точное решение системы 

уравнений тепловой конвекции в приближении Буссинеска для заданных краевых усло-

вий. Для полученного решения, описывающего изменение физических полей, было пока-

зано, что при некоторых условиях найдется толщина слоя жидкости, при которой в слое 

появляются точки, в которых однородные (относительно горизонтальных координат) 
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члены функций температуры и давления обращаются в ноль. Кроме того, при переходе 

через эти точки значения температуры и давления меняют знак на противоположный. 

Также было показано, что если такие точки в слое жидкости есть, то они могут быть не-

единственные. 
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