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The article proposes a family of exact solutions to the Navier–Stokes equations for describ-

ing isobaric inhomogeneous unidirectional fluid motions. Due to the incompressibility equation, the 

velocity of the inhomogeneous Couette flow depends on two coordinates and time. The expression 

for the velocity field has a wide functional arbitrariness. This exact solution is obtained by the 

method of separation of variables, and both algebraic operations (additivity and multiplicativity) are 

used to substantiate the importance of modifying the classical Couette flow. The article contains 

extensive bibliographic information that makes it possible to trace a change in the exact Couette 

solution for various areas of the hydrodynamics of a Newtonian incompressible fluid. The fluid 

flow is described by a polynomial depending on one variable (horizontal coordinate). The coeffi-

cients of the polynomial functionally depend on the second (vertical) coordinate and time; they are 

determined by a chain of the simplest homogeneous and inhomogeneous partial differential parabol-

ic-type equations. The chain of equations is obtained by the method of undetermined coefficients 

after substituting the exact solution into the Navier–Stokes equation. An algorithm for integrating a 

system of ordinary differential equations for studying the steady motion of a viscous fluid is pre-

sented. In this case, all the functions defining velocity are polynomials. It is shown that the topology 

of the vorticity vector and shear stresses has a complex structure even without convective mixing 

(creeping flow). 

Keywords: exact solution, Couette flow, Navier–Stokes equation, inhomogeneous unidirectional 

flow, method of separation of variables, shear stress. 
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В статье предложено семейство точных решений уравнений Навье–Стокса для описа-

ния изобарических неоднородных однонаправленных движений жидкости. Из-за уравнения 

несжимаемости скорость неоднородного течения Куэтта зависит от двух координат и време-

ни. Приведенное выражение для поля скоростей обладает широким функциональным произ-

волом. Данное точное решение получено методом разделения переменных, причем исполь-

зуются обе алгебраические операции (аддитивность и мультипликативность) для обоснова-

ния важности модификации классического течения Куэтта. В статье собрана значительная 

библиографическая информация, позволяющая проследить изменение точного решения Ку-

этта для различных областей гидродинамики ньютоновской несжимаемой жидкости. Тече-

ние жидкости представлено полиномом, зависящим от одной переменной (горизонтальной 

координаты). Коэффициенты полинома функционально зависят от второй (вертикальной) 

координаты и времени и определяются цепочкой простейших однородных и неоднородных 

уравнений в частных производных параболического типа. Цепочка уравнений получена ме-

тодом неопределенных коэффициентов после подстановки точного решения в уравнение  

Навье–Стокса. Приведен алгоритм интегрирования системы обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений для изучения установившегося движения вязкой жидкости. В этом случае все 

функции, определяющие скорость, являются полиномами, топология вектора завихренности 

и касательных напряжений даже без конвективного перемешивания (ползущее течение) име-

ет сложную структуру.  

Ключевые слова: точное решение, течение Куэтта, уравнение Навье–Стокса, неоднородное 

однонаправленное течение, метод разделения переменных, касательное напряжение. 

1. Введение 

Проводя ретроспективный анализ научной литературы, можно сделать вывод, что од-

ними из первых точных решений уравнений Навье–Стокса являлись формулы, описывающие 

изобарические потоки жидкости [1–11]. К таким решениям можно отнести однонаправлен-

ные течения Куэтта
 
и две задачи Стокса [12;13]. Точное решение Куэтта описывает слоистое 

течение вязкой несжимаемой жидкости в бесконечном слое между одной или двумя подвиж-

ными границами [1–13]. Для первой и второй задач Стокса характерно изучение нестацио-

нарных потоков, индуцируемых различными возмущениями границ слоя жидкости [13].  

Не будет преувеличением утверждение о том, что точные решения Куэтта и Стокса положи-
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mailto:evgen_pros@mail.ru


 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 2, 2021 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

38 

 

 

Burmasheva N. V., Prosviryakov E. Yu. Exact solutions of the Navier-Stokes equations for describing an isobaric  

one-directional vertical vortex flow of a fluid // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2021. –  

Iss. 2. – P. 30–51 – DOI: 10.17804/2410-9908.2021.2.030-051. 

 

ли начало теории точного интегрирования уравнений Навье–Стокса для несжимаемых жид-

костей в различных силовых полях [1–13].  

Течение Куэтта в цилиндрической области описывается точным решением Куэтта–

Тейлора (течение жидкости между коаксиальными цилиндрами) [14–16]. Движение жидкости  

в сферической области так же, как точные решения Куэтта и Куэтта–Тейлора, имеет имя – сфери-

ческое течение Куэтта [17–20]. 

С теоретической точки зрения решение Куэтта востребовано в теории гидродинами-

ческой устойчивости [21–33]. Известно, что использование профиля Куэтта в качестве ос-

новного течения используется при изучении влияния различных типов возмущений (вторич-

ных течений) на структуру изотермических гидродинамических потоков в бесконечно про-

тяженных слоях жидкости, в областях с цилиндрической и сферической симметрией [21–33].  

Течение Куэтта нашло свое применение в гидродинамике, протекающей на масштабах 

наномира и микрофлюидике [34–41]. Использование профиля Куэтта позволяет теоретически 

визуализировать длину скольжения при движении жидкости по гидрофобной поверхности в 

протяженной слое [34–42].  

Применение структуры точного решения Куэтта в теории конвекции привело к пер-

вому классу точных решений уравнений Обербека–Буссинеска – семейству Остроумова–

Бириха [43–46]. Обобщение точного решения для однонаправленных конвективных, диффу-

зионных и термодиффузионных потоков вращающихся и невращающихся жидкостей приве-

дено в библиографических источниках [47–76]. 

В сравнительно недавно опубликованных статьях было освещено, что в рамках класса 

Линя–Сидорова–Аристова [77–80] было построено обобщение течения типа Куэтта, индуци-

рованное неоднородным распределением скоростей и касательных напряжений на границе 

жидкости и атмосферного воздуха [81–84]. Неоднородное распределение кинематических 

характеристик приводит к образованию вертикальной закрутки жидкости при отсутствии 

вращения [81–84]. Эти решения позволяют исследовать течения в экваториальной зоне Ми-

рового океана в приближении f-плоскости.  

Движение жидкости может быть индуцировано не только при помощи движения гра-

ниц, но и посредством действия силовых полей. Интересные решения, обобщающие резуль-

тат Куэтта, приведены в статьях [50; 85–87]. При рассмотрении ползущих плоских или трех-

мерных конвективных течений типа Куэтта в горизонтальных слоях с проницаемыми грани-

цами [88–92] или с учетом термокапиллярного эффекта Марангони [93–97] описывается се-

мейством Хименца–Рябушинского [98; 99]. 

Учитывая важность использования классического точного решения Куэтта в теорети-

ческих и экспериментальных исследованиях, в статье осуществляется построение точных 

решений для описания однонаправленных изобарических и изотермических потоков жидко-

сти с неоднородным распределением скорости и касательных напряжений на границах гори-

зонтального слоя жидкости. 

2. Постановка задачи 

Изобарическое течение вязкой несжимаемой жидкости в бесконечном горизон-

тальном слое представлено следующей системой уравнений, записанной в векторной 

форме [100]:  

 , ;
t


  



V
+ V V V

 
(1) 

 , 0. V
 

(2) 
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В уравнении Навье–Стокса (1) и уравнении несжимаемости (2) приняты обозначения: 

 , ,x y zV V VV =  – вектор скорости;   – кинематическая (молекулярная) вязкость жидкости; 

 , ,x y z         – оператор Гамильтона; 
2 2 2 2 2 2x y z         – оператор Лапла-

са; круглые скобки в уравнении (1) определяют скалярное произведение.  

Далее рассмотрим однонаправленные течения жидкости с полем скоростей: 

  , , , ,0,0 .xV x y z tV =  (3) 

После подстановки вектора скорости (3) в уравнения (1) и (2) получим следующую 

систему: 

2 2 2

2 2 2
;x x x xV V V V

t x y z

    
    

    
 (4) 

0.xV

x





 (5) 

В последней системе уравнение (4) – параболическое уравнение типа теплопроводно-

сти размерности  3 1 . Из уравнения несжимаемости (5) следует, что скорости жидкости  

не зависят от координаты x . Таким образом, однонаправленное течение жидкости является 

неоднородным. Поле скоростей зависит от двух координат и времени: 

 , , .x xV V y z t  (6) 

Неизвестная функция скорости xV , описывающая однонаправленное неоднородное 

изобарическое течение типа Куэтта, в этом случае удовлетворяет уравнению размерности

 2 1 :
 

2 2

2 2
.x x xV V V

t y z

   
   

   
 (7) 

Далее приведены новые точные решения уравнения (7), которые также удовлетворяют 

уравнению Навье–Стокса (1) и уравнению несжимаемости (2). Заметим, что установившиеся 

течения жидкости   , ,0,0xV y zV = , как и классическое течение Куэтта, не зависят от вяз-

кости:  

2 2

2 2
0.x xV V

y z

 
 

 
  

Поскольку скорость xV  удовлетворяет уравнению Лапласа, то эта функция является 

гармонической. 
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3. Класс точных решений  

Построение точного решения будет осуществляться при помощи метода разделенных 

переменных и его модификаций [2; 3; 100]. Отметим, что уравнению (7) удовлетворяет клас-

сическое точное решение Куэтта 

 , ,xV U z t  (8) 

которое определяется из уравнения типа теплопроводности размерности  1 1 : 

2

2
.

U U

t z

 
 

 
  

Если рассматривать установившееся течение  xV U z  вязкой несжимаемой жидко-

сти, то профиль скорости определяется из обыкновенного дифференциального уравнения 

второго порядка и имеет вид: 

1 2.U C z C    

Здесь 1C и 2C  – постоянные интегрирования.  

Другим известным частным решением уравнения (7) является следующее представле-

ние поля скорости: 

 1 , .xV yu z t  (9) 

В этом случае функция 1u  также удовлетворяет простейшему параболическому урав-

нению типа теплопроводности размерности  1 1 . Если учесть, что уравнение (7) является 

линейным, то сумма частных решений (8) и (9)  

   1, ,xV U z t yu z t   (10) 

также является решением. Поставив выражение (10) в уравнение (7), получим уравнение: 

22

1 1

2 2
.

u uU U
y y

t t z z

   
    

    
  

Используя метод неопределенных коэффициентов относительно координаты y ,  

получим систему уравнений, состоящую из двух изолированных уравнений параболического 

типа  1 1 , для определения скорости U  и пространственного ускорения 1u : 

2

2
;

U U

t z

 
 

   

2

1 1

2
.

u u

t z

 
 
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Рассмотрим сумму решения (10) и нелинейного слагаемого вида  
2

2 ,
2

y
u z t : 

     
2

1 2, , , .
2

x

y
V U z t yu z t u z t    (11) 

Подставим сумму (11) в уравнение (7) и в результате несложных преобразований при-

дем к следующему уравнению: 

2 22 2 2

1 2 1 2
2 2 2 2

.
2 2

u u u uU y U y
y u y

t t t z z z

     
       

      
  

Это уравнение в силу метода неопределенных коэффициентов относительно коорди-

наты y  распадается на несколько уравнений типа теплопроводности размерности  1 1 : 

2

2 2
;

U U
u

t z

  
   

  
 

2

1 1

2
;

u u

t z

 
 

 
 

2

2 2

2
.

u u

t z

 
 

 
 (12) 

Отметим, что в получившейся системе первое уравнение (уравнение для однородной 

скорости U ) перестает быть изолированным. Этот факт объясняется именно нелинейностью 

последнего слагаемого решения (11) по переменной y . Другими словами, решение (11) уже 

не является суперпозицией ранее приведенных решений, т. е. наследует нелинейные свой-

ства уравнений Навье–Стокса. Эта же тенденция сохраняется и при дальнейшем повышении 

степени для координаты y  в слагаемых, определяющих вид скорости xV . 

4. Полиномиальные точные решения произвольного порядка 

Рассмотрим далее точное решение уравнения (7) в виде полиномиальных сумм специ-

ального вида: 

   
1

, , .
!

kn

x k

k

y
V U z t u z t

k

   (13) 

В формуле (13) !k  обозначает взятие факториала от натурального числа k , коэффици-

енты U  и ku  зависят от вертикальной координаты z  и времени t . Вид точного решения 

можно трактовать как применение модифицированного разделения переменных [101–108]. 

Посчитаем отдельно частные производные, необходимые для подстановки в уравне-

ние типа теплопроводности (7): 

1

;
!

kn
x k

k

V uU y

t t k t

 
 

  


 

2 22

2 2 2
1

;
!

kn
x k

k

V uU y

z z k z

 
 

  
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 

2 2

2
2

.
2 !

kn
x

k

k

V y
u

y k








 
  

Подставим получившиеся выражения в уравнение (7): 

 

22 2

2 2
1 2 1

;
! 2 ! !

k k kn n n
k k

k

k k k

u uU y y U y
u

t k t k z k z



  

   
     

     
  

 

 

22
2

2 2
1 2 1

1 1
.

! 2 ! !

n n n
k k kk k k

k k k

u u uU U
y y y

t k t z k k z



  

    
              
    

 

Это уравнение можно переписать в виде системы дифференциальных уравнений, если 

применить метод неопределенных коэффициентов: 

2

22
;

U U
u

t z

  
   

  
 

2

1 1
3 2

;
u u

u
t z

  
   

  
 

2

2 2
4 2

;
u u

u
t z

  
   

  
, 

…; 

2

2 2

2
;n n

n

u u
u

t z

 
  

   
  

 

2

1 1

2
;n nu u

t z

  
 

 
 

2

2
.n nu u

t z

 
 

 
 

(14) 

В получившейся системе только два изолированных уравнения (уравнения для коэф-

фициентов 1nu   и nu  (13)). Интегрирование системы (14) осуществляется в обратном порядке 

– от последнего уравнения к первому. Каждое из уравнений системы (14) является нестацио-

нарным уравнением типа уравнения теплопроводности. При этом бόльшая часть указанных 

уравнений является неоднородными, неоднородность которых определяется в результате 

решения предыдущих уравнений. Таким образом, имеет место рекуррентный порядок инте-

грирования уравнений системы (14). 

Заметим, что если в разложении (13) положить 2n  , т. е. ограничиться только квад-

ратичными членами, то система (14) примет вид: 

2

2 2
;

U U
u

t z

  
   

  
 

2
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2
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u u

t z

 
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2
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Получившаяся система полностью совпадает с приведенной выше системой (12),  

определяющей компоненты решения (11).  

Используем рекуррентный способ интегрирования для описания установившихся  

течений для поля скоростей (11), которое имеет вид: 

     
2

1 2 .
2

x

y
V U z yu z u z  

 

 

В этом случае система уравнений в частных производных типа теплопроводности (12) 

редуцируется к системе обыкновенных дифференциальных уравнений шестого порядка: 

2

22
;

d U
u

dz
 

 

2

1

2
0;

d u

dz


 

2

2

2
0.

d u

dz


 

 

Точное решение последней системы имеет вид: 

2 1 2;u C z C 
 1 3 4;u C z C 

  

3 2

1 2 5 6.
6 2

z z
U C C C z C

 
     

 
 

 

Последний коэффициент 2u  и предпоследний коэффициент 1u  являются линейными 

функциями, а однородное слагаемое U  описывается многочленом третьей степени.  

Возвращаясь к исследованию поля скоростей (13), рассмотрим случай установивше-

гося течения. Оно сводится к интегрированию системы уравнений (14) вида: 

2

22
;

d U
u

dz
   

2

1
32
;

d u
u

dz
   

2

2
42
;

d u
u

dz
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…; 

2

2

2
;n

n

d u
u

dz

    

2

1

2
0;nd u

dz

   

2

2
0.nd u

dz
  

 

Интегрирование системы производится аналогично частному случаю для 2n  .  

Коэффициенты nu  и 1nu   являются линейными функциями; коэффициенты, определяемые 

непосредственно через nu  и 1nu  , – кубическими многочленами. Степень полиномов, описы-
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вающих остальные коэффициенты в представлении поля скорости, постепенно будет возрас-

тать, каждый раз увеличиваясь на два.  

5. Завихренность и касательные напряжения 

Напомним, что для классического течения Куэтта касательное напряжение x
xz

V

z


  


 

является постоянными, т. е. в жидкости регистрируются напряжения одного знака [1–12]. 

Вычислив касательное напряжение для поля скоростей (11), получим для него выражение: 

1

.
!

kn
x k

xz

k

V U u y

z z z k

   
      

   
   

При учете пространственной неоднородности скорости однонаправленных течений 

поле касательного напряжения имеет сложную топологию зон растягивающих и сжимающих 

напряжений. Границы нулевого значения касательного напряжения xz  для каждого момента 

времени определяются алгебраическим уравнением: 

1

0.
!

kn
k

k

U u y

z z k

 
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 
   

Неоднородное распределение скорости влечет появление в жидкости касательного 

напряжения: 

 

1

1

.
1 !

kn
x

xy k

k

V y
u

y k






    

 
   

Проанализируем величину завихренности потока для точного решения вида (13).  

Согласно определению, завихренность определяется следующим определителем: 

0 0

x x

x y z x

V V

x y z x y z z y

V V V V
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1 1
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! 1 !

k kn n
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U u y y
u

z z k k



 

   
          
 = j k  

 

Учитывая выражения для касательных напряжений, получим следующее разложение 

вектора завихренности: 

.
xyxz


 
 

 j k   

На основании полученного выражения можно утверждать, что рассматриваемое  

однонаправленное течение вида (13) является всюду (возможно, за исключением нескольких 

точек) вихревым. Зоны потенциального течения определяются условием: 
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2 2 0.xz xy      

При этом возникновение завихренности потока объясняется сильной нелинейной  

зависимостью структуры решения (13) от горизонтальной координаты y . 

6. Заключение 

В статье предложен новый класс решений уравнений Навье–Стокса для описания не-

стационарного изобарического однонаправленного вертикально завихренного течения жид-

кости. Отличительной особенностью указанного класса является полиномиальная зависи-

мость произвольного порядка скорости от одной из горизонтальных координат, причем ко-

эффициенты данного полиномиального представления зависят произвольным образом как от 

вертикальной координаты, так и от времени. В статье доказано, что решения такого вида, 

начиная с полиномов второго порядка, не могут быть получены суперпозицией решений 

меньшей степени. Приведена система уравнений, позволяющая определить переменные ко-

эффициенты в представлении скорости, решение системы сводится к последовательному ин-

тегрированию нестационарных неоднородных уравнений типа теплопроводности.  
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