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The paper presents the results of applying shell theory methods to solving problems of de-

termining the stress-strain state and durability of thin-walled structures. Some basic concepts and 

principles of the shell theory are given, as well as some information on its history. A relationship is 

shown between the construction of a mathematical model of a certain class of problems for shells 

and the development of a problem solution method. Frequently used shell models and numerical 

methods for solving applied problems are considered. A way of reducing problem dimensionality is 

considered; namely, the application of the method of reducing the equations of the theory of shells 

to a number of Cauchy problems with Godunov orthogonalization. It is shown that one type of 

problems for shells, which is often encountered in the analysis of various technical objects, is prob-

lems with moving boundaries, particularly, contact problems. The paper considers one of the effec-

tive ways of solving contact problems for shells of revolution, namely, the virtual element method. 

In contrast to the finite element method, an increase in the number of virtual elements does not in-

crease the size of the structure stiffness matrix. This is a great advantage of the virtual element 

method, which allows one to save computational resources for many problems. The study presents 

scientific papers on the investigation of thin-walled structures and results obtained with allowance 

made for the use of application of recent methods of shell mechanics. 

Keywords: shell elements, shell theory, evaluation of strength and durability, contact problems, 

problem dimensionality reduction, numerical methods, and virtual element method. 
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МЕХАНИКА ОБОЛОЧЕК И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 
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В статье представлены результаты использования методов теории оболочек для реше-

ния задач определения напряженно-деформированного состояния и долговечности тонко-

стенных конструкций. Приведены некоторые базовые понятия и принципы теории оболочек, 

а также некоторые сведения ретроспективы ее развития. Показана взаимосвязь между про-

цессом построения математической модели какого-либо класса задач для оболочек и разра-

боткой метода решения задачи. Рассмотрены наиболее часто используемые в настоящее вре-

мя модели оболочек и численные методы решения прикладных задач, а также один из спосо-

бов уменьшения размерности задачи – использование численно-аналитического метода све-

дения уравнений теории оболочек к ряду задач Коши с ортогонализацией по С. К. Годунову. 

Показано, что одной из разновидности задач для оболочек, которые часто встречаются при 

расчете различных технических объектов, являются задачи с подвижными границами – кон-

тактные задачи. В статье рассмотрен один из эффективных способов решения контактных 

задач для оболочек вращения – метод виртуальных элементов. В отличие от метода конеч-

ных элементов увеличение количества виртуальных элементов не увеличивает размер мат-

рицы жесткости конструкции. Это большое преимущество метода виртуальных элементов, 

которое позволяет сохранять вычислительные ресурсы для многих задач. Приведены резуль-

таты и научные статьи по исследованию тонкостенных конструкций, полученные с учетом 

использования методов механики оболочек в последнее время. 

Ключевые слова: тонкостенные элементы, теории оболочек, оценка прочности и долговеч-

ности, контактные задачи, уменьшения размерности задачи, численные методы, метод вир-

туальных элементов. 

1. Введение 

В настоящее время многие конструкционные элементы в инженерных конструкциях 

самого различного назначения, например авиационного, судостроительного, строительного, 

выполнены в виде тонкостенных оболочек и пластин. Экономическая эффективность таких 

конструкций доказана на практике. Обладая завидной легкостью, тонкостенные простран-

ственные конструкции представляют исключительно прочную конструктивную форму. При 

проектировании таких тонкостенных элементов конструкций достаточно часто приходится 

решать задачи по оценке прочности, устойчивости, колебаниям, долговечности данных эле-

ментов конструкций. При решении прикладных задач для конструкций из тонкостенных 

элементов очень часто используют различные методы и подходы, которые развиваются  

в теории оболочек. 

https://orcid.org/0000-0002-9733-5485
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Известно, что для расчета конструкционных элементов в машиностроении , один 

размер которых значительно меньше двух других , используются различные теории обо-

лочек. Суть которых, заключается в том, что трёхмерные тела с помощью некоторых 

гипотез сводят к их двумерному представлению. С математической точки зрения это 

сильно упрощает решение различных прикладных задач, а вносимая  погрешность для 

многих задач незначительна. 

Поскольку в докладе будут рассматриваться тонкостенные элементы конструкций, то 

необходимо привести некоторые базовые понятия и принципы теории оболочек, а также не-

которые сведения ретроспективы ее развития.  

Первые задачи о равновесии и устойчивости пластин и оболочек ставились еще 

до установления общих уравнений теории упругости. В работе Огастеса Эдварда Лява 1 

указывается, что эти задачи были в числе тех проблем, которые привели к созданию 

теории упругости. 

Современная научная литература располагает огромным количеством работ, посвя-

щенных как вопросам общей теории оболочек, так и различным задачам расчета конкретных 

оболочечных конструкций. Основным теоретическим результатам, полученным в теории 

оболочек, посвящены известные монографии В. З. Власова 2, А. Л. Гольденвейзера 3,  

А. И. Лурье 4, А. Лява 1, В. В. Новожилова 5, С. П. Тимошенко 6 В. Флюгге 7,  

К. Ф. Черных 8, 9.  

Хотя основные уравнения и соотношения теории оболочек были получены достаточно 

давно, лишь для некоторых сравнительно простых классов оболочек получены аналитиче-

ские решения при определенных видах нагрузки и граничных условий. Одной из характер-

ных особенностей развития теории оболочек является взаимосвязь между процессом постро-

ения математической модели какого-либо класса задач и разработкой метода решения задач, 

описываемых этой моделью.  

Вопросу изучения напряженно-деформированного состояния тонких оболочек при 

различных силовых воздействиях посвящено огромное количество публикаций. В любой из 

вышеперечисленных монографий по теории оболочек содержится исчерпывающее количе-

ство ссылок, которое позволяет сориентироваться по данному вопросу. Например в работе  

Я. М. Григоренко 10 их приведено более пятисот. Однако не всегда удается правильно оце-

нить уникальность и научную новизну той или иной публикации ввиду большой ретроспек-

тивы данной проблематики. 

С появлением вычислительной техники для решения задач определения напряженно-

деформированного состояния, колебаний, устойчивости и др. различных оболочечных кон-

струкций стали широко использоваться методы численного анализа.  

Расчет сложных конструкций различного назначения при учете реальных условий 

эксплуатации возможен только при использовании численных методов и современной вы-

числительной техники.  

В основном задачи теории оболочек и пластин, моделирующие тонкостенные элемен-

ты конструкций, сводятся к решению уравнений в частных производных. Эти уравнения 

имеют аналитические решения только для очень ограниченного круга задач для границ про-

стой формы и простых нагрузок. Если нет возможности получить аналитическое решение 

задачи, то необходимо использовать численные методы.  

Среди используемых в настоящее время численных методов решения инженерных за-

дач ни один метод сам по себе не позволяет в общем случае обеспечить создание идеальных 

алгоритмов расчета сложной конструкции. Поэтому развитие и разработка численных мето-

дов, а также учет рационального объединения в одном алгоритме различных методов чис-

ленного анализа является достаточно актуальной научной задачей. Среди наиболее часто ис-

пользуемых в настоящее время численных методов решения прикладных задач для тонко-

стенных конструкций можно выделить – метод конечных разностей 11, 12, метод коллока-
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ций 11, 13, 14, метод граничных элементов 15, 16, 17, 18, методы численного интегриро-

вания дифференциальных уравнений 10, 12, 19, 20.  

При использовании методов численного интегрирования дифференциальных уравне-

ний краевая задача должна быть сведена к одномерной. Краевая задача сводится к решению 

ряда задач Коши, что позволяет использовать хорошо разработанные методы интегрирова-

ния обыкновенных дифференциальных уравнений с заданными начальными условиями. Од-

ним из таких методов является метод дискретной ортогонализации С.К. Годунова 21, кото-

рый широко применяется в настоящее время для различных задач расчета тонкостенных 

конструкций 22, 23, 24. 

Одним из самых универсальных и широко применяемых методов расчета для тонко-

стенных конструкций является метод конечных элементов [25, 26, 27, 28]. Этот метод отно-

сится к вариационно-разностным методам и имеет в своей основе представление исходной 

области со сложной формой границ совокупностью простых подобластей – конечных эле-

ментов. Такое представление исследуемой области имеет смысл дискретизации континуаль-

ной задачи, т.е. замены реальной области тела с бесконечно большим числом степеней сво-

боды приближенно-эквивалентным телом с конечным числом степеней свободы.  

В настоящее время при определении напряженного состояния, устойчивости, динами-

ки различных тонкостенных элементов широко используются вычислительные комплексы, 

такие как NASTRAN, COSMOS, ANSYS, LS DYNE и др., основанные на методе конечных 

элементов. Задача может быть решена в одномерной, двумерной или трехмерной постановке 

в зависимости от типа и цели задачи и располагаемой вычислительной мощности. В данных 

вычислительных комплексах имеются библиотеки с оболочечными конечными элементами, 

которые основаны на различных теориях оболочек. Если предлагается новая модель оболоч-

ки, то появляется новый конечный элемент. Этот процесс непрерывный, поскольку – как шу-

тят «оболочечники» – оболочка неисчерпаема как атом, т. е. различные теории оболочек – 

это какое-то новое приближение к реальному описанию континуума. По этому поводу из-

вестный советский академик В. В. Новожилов 29, писал, что при конечном числе диффе-

ренциальных уравнений теории оболочек точно описать трехмерное тело нельзя. 

2. Численно аналитический метод решения задач для оболочек 

Однако существует класс задач, где заложенная в вычислительных комплексах, основан-

ных на методе конечных элементов, универсальность, теряет свою эффективность. Это происхо-

дит при решении задач для оболочек с подвижными границами, т. е. контактных задач для кон-

струкций, взаимодействующих с жесткими или упругими телами. При решении задач методом 

конечных элементов для тонкостенных конструкций, взаимодействующих с другими телами, 

необходимо выбрать такую сетку конечных элементов, чтобы «схватить» все возможные сингу-

лярности напряженного состояния, но при этом использовать минимально возможную размер-

ность задачи. На рис. 1 представлена оболочка с выделенным конечным элементом.  

 

 

Рис. 1. Конечный элемент на оболочке вращения 
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Чтобы корректно учитывать различные сингулярности, необходимо уменьшать раз-

мер конечных элементов. Уменьшение размеров элементов приводит к увеличению размеров 

матрицы жесткости и необходимым вычислительным мощностям, чтобы решить разрешаю-

щую систему линейных алгебраических уравнений. При решении реальных прикладных за-

дач даже при достаточно грубой сетке количество элементов может превышать сотни тысяч. 

Например, при определении неосесимметричного напряженного состояния оболочки вагона-

цистерны, изображенной на рис. 2, потребовалось около 100 тыс. оболочечных конечных 

элементов типа shell 30, 31. 

 

 

Рис. 2. Вагон цистерна 

При решении такой задачи в одномерной постановке (осесимметричное напряженное 

состояние) необходимо около 1 тыс. элементов. При решении данной задачи в трехмерной 

постановке (в рамках теории упругости) необходимо не менее 2 млн объемных конечных 

элементов типа solid для случая, если толщина оболочки будет аппроксимирована одним ко-

нечным элементом (при необходимом соблюдении соотношений между размерами конечно-

го элемента). Если для увеличения точности расчета толщина оболочки будет аппроксими-

рована тремя элементами, то число элементов возрастет до 10 млн конечных элементов. Если 

толщина оболочки будет аппроксимирована шестью элементами необходимо не менее  

80 млн элементов. Если для первого расчетного случая для получения решения необходимо 

около суток, то для третьего случая речь пойдет уже о месяцах, к тому же объем вычислений 

будет достаточно велик и далеко не всякий компьютер сможет такое решение обработать. 

Поэтому вопрос уменьшения размерности задачи при решении прикладных задач для тонко-

стенных конструкций является весьма актуальным. Один из способов уменьшения размерно-

сти задачи – это использование численно-аналитического метода сведения уравнений теории 

оболочек к ряду задач Коши с ортогонализацией по Годунову. 

В механике твердого деформируемого тела оболочкой принято называть тело, огра-

ниченное двумя поверхностями, расстояние между которыми мало по сравнению с прочими 

его размерами. Геометрическое место точек, равноудаленных от обеих образующих оболоч-

ки поверхностей, называется срединной поверхностью оболочки. В общем случае будем рас-

сматривать анизотропные оболочки, собранные из неоднородных слоев переменной толщи-

ны. На оболочки могут действовать неравномерные поверхностные и объемные нагрузки. 

Оболочки могут находиться в некотором температурном поле. Принимается, что для каждо-

го слоя оболочки справедливы уравнения линейной теории упругости неоднородного анизо-

тропного тела. 

Для многих моделей оболочек в общем случае строится разрешающая система урав-

нений в частных производных. В ней в качестве искомых функций принимаются величины, 

входящие в произвольные граничные условия на одном из контуров координатной поверхно-
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сти оболочки. Если отнести выбранную поверхность оболочки к ортогональной системе ко-

ординат  ,  , как на рис. 3, где линии const , const  представляют собой линии 

главных кривизн, то такая система имеет вид 10, 32: 

 

где 0A , 1A ….. 4A  – матрицы, элементы которых определяются через геометрические и жест-

костные параметры оболочки; f  – вектор, компоненты которого зависят от приложенных  

к оболочке поверхностных нагрузок и интегральных характеристик температурного поля. 

 

Рис. 3. Поверхность оболочки в ортогональной системе координат ,  

Для классической теории оболочек, основанной на гипотезах Кирхгофа-Лява, можно 

использовать следующий искомый вектор восьмого порядка: 

N { N , 


S , 


Q , M , u , u , u ,  }, 

где N ,


S ,


Q – усилия, приложенные к контуру const ; M  – изгибающий момент; u , 

u , u  – перемещения координатной поверхности;   – угол поворота нормали.  

Для уточненной модели, основанной на гипотезе прямой для всего пакета оболочки в це-

лом, в уравнении ),(3 A = ),(4 A = 0, а искомый вектор можно принять десятого порядка: 

{ N , N , Q , M , M , u , u , u ,  ,  }, 

где N  и M  – сдвигающее усилие, и крутящий момент, действующие на контуре 

const ;  и   – углы поворота прямолинейного элемента. 

Для уточненной модели, основанной на гипотезе прямолинейного элемента, с учетом 

изменения его длины искомый вектор имеет вид двенадцатого порядка: 

N { N , N , Q , M , M , P , u , u , u ,  ,  ,  }, 

где P  – статическая величина, которая интерпретируется как момент первого порядка от 

касательных напряжений поперечного сдвига по толщине пакета оболочки;   – величина, 

характеризующая поперечное обжатие оболочки. 

Аналогично можно представить разрешающие системы уравнений и для других вари-

антов уточненных моделей. 
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При исследовании оболочек вращения (рис. 1), в рамках классической модели, чис-

ленно аналитическим методом, систему дифференциальных уравнений в частных производ-

ных можно привести к виду, который позволяет разделить переменные s  и  10, 19, 23: 

   ; ,,
4

0




 sf
Y

sA
s

Y
m

m

m

m 











         �̅� = {𝑁𝑥, 𝑁𝑧 ,  𝑆,̂  𝑀𝑠, u𝑥, u𝑧 , v,  𝑠 }
𝑇

, 

где  , zx NN  – радиальное и осевое усилия; zx uu  ,  – аналогичные перемещения; 𝑆 ̂ – сдвига-

ющее усилие; sM  – меридиональный изгибающий момент; v  – окружное перемещение;  

s  – угол поворота нормали; s  – длина дуги меридиана;   – центральный угол в сечении ра-

диуса )(sr , перпендикулярном оси вращения. Элементы матрицы mA  зависят от геометриче-

ских и механических характеристик оболочки. 

Не для всех моделей оболочек это разделение возможно, но для классической 

теории переменные разделяются. Таким образом, представляя переменные и нагрузки  

с использованием рядов Фурье 10, 19, приходим к системе обыкновенных дифферен-

циальных уравнений 

      ,sss       sfYsA
ds

Yd
L0  ;  

с граничными условиями 

  101 bsYB  ;              . 22 bsYB L   

Здесь  n21 .....YYYY   – вектор функция искомого решения;  sA , 1B , 2B  – заданные матрицы 

порядка соответственно nn, kn, kn (k = n/2);  sf ,  ,1b  2b – заданные векторы. 

Данную систему можно проинтегрировать с использованием ортогонализации  

по С. К. Годунову 21. 

3. Контактные задачи теории оболочек 

Одной из разновидностей задач для оболочек, которые часто встречаются при 

расчете различных технических объектов, являются задачи с подвижными границами – 

контактные задачи. Прикладное значение контактных задач трудно переоценить, по-

скольку любая конструкция обычно представляют собой, совокупность элементов, ка-

ким-либо образом закрепленных в пространстве и контактирующих при эксплуатации. 

В предисловии монографии Кеннета Джонсона 33 отмечено, что экономические поте-

ри от разрушения контактирующих элементов в США составляют более 50 млрд долла-

ров в год. Достаточно часто области контакта и распределение контактного давления 

между элементами наперед не известны. При этом экспериментальными методами рас-

пределение контактной нагрузки точно определить достаточно трудно. Поэтому прихо-

дится ставить и решать самые разнообразные контактные задачи, которые будут опре-

делять напряжённое состояние контактирующих элементов.  

Впервые задача о контакте упругих тел, первоначально соприкасавшихся в точке, бы-

ла поставлена и решена Генрихом Герцем. Можно сказать, что с появлением его классиче-

ской работы в контакте упругих тел 34 начала формироваться область механики деформи-

руемого твердого тела – механика контактного взаимодействия. 
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Среди разнообразных методов, применяемых при решении задач контактного взаимо-

действия оболочек, можно выделить основные: это – метод сопряжения решений дифферен-

циальных уравнений, метод интегральных уравнений, методы редуцированных систем и ва-

риационных неравенств и асимптотические методы 35, 36, 37, 38, 39, 40. 

При решении аналитическими методами чаще всего используется метод приведения 

задачи к интегральным уравнениям Фредгольма первого рода. Если интегральное уравнение 

получено в рамках гипотез Кирхгофа-Лява, то оно имеет лишь обобщенное решение – кон-

тактная реакция представляет собой сосредоточенные на границе области контакта силы. 

При использовании теорий оболочек, учитывающих поперечный сдвиг, решение можно 

получить только в классе функций, имеющих разрывы первого рода. При заданной области кон-

такта терпит разрыв поперечная сила. При неизвестной области (на границе этой области), кон-

тактное давление конечно. Однако известно, что при решении задач с использованием уравне-

ний теорий упругости на границе зоны сосредоточенные реакции не возникают. 

Контактную задачу теории оболочек можно сделать математически корректной мето-

дами регуляризации, сущность которых заключается в переходе от уравнений Фредгольма 

первого рода к уравнениям Фредгольма второго рода. В контактных задачах получили рас-

пространение методы физической регуляризации, которые основаны на уточнении физиче-

ской постановки задачи. Один из них заключается в том, что в зоне контакта вводится упру-

гий слой, учитывающий реальные свойства микрогеометрии контактирующих поверхностей. 

В этом подходе параметр регуляризации определяется экспериментально и характеризует 

свойства поверхностей. 

Другой метод физической регуляризации основан на учете в зоне контакта обжатия 

оболочки по толщине, которым классическая теория пренебрегает. Здесь коэффициент 

регуляризации имеет другой физический смысл. Учет изменения расстояния между сре-

динной и внешней поверхностями оболочки под действием контактного давления дает 

необходимый вклад в интегральное уравнение и приводит его к уравнению Фредгольма 

второго рода. 

Одним из эффективных способов решения контактных задач для оболочек вращения 

является метод виртуальных элементов 41, 42. На рис. 4 представлена расчетная схема для 

оболочки, лежащей на опоре ложементного типа. 

 

 

Рис. 4. Расчетная схема для задачи передачи нагрузки от котла вагона-цистерны  

на лежневые опоры 

Данная схема моделирует работу конструкции вагона-цистерны, изображенной на 

рис. 2. Задача заключается в нахождении контактной нагрузки, области контакта и определе-

ния напряженного состояния оболочки цистерны от внешних нагрузок и найденной контакт-

ной нагрузки, действующих на конструкцию. 

Суть метода в том, что неизвестная область контакта покрывается виртуальными эле-

ментами (рис. 5). 
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Рис. 5. Оболочка нагружена локальной нагрузкой, распределенной  

на виртуальном элементе 

На элементах принимается постоянное контактное давление. В отличие от конечного 

элемента количество виртуальных элементов не увеличивает размер матрицы жесткости. 

Также размеры элемента по направляющей и образующей являются независимыми, в отли-

чие от размеров, принимаемых в методе конечных элементов. Это большое преимущество, 

которое позволяет сохранять вычислительные ресурсы для многих задач.  

Затем строятся канонические уравнения сопряжения оболочки с основанием 

(опорой). Для одномерного случая (длина контакта по образующей задана) такая систе-

ма имеет вид 19, 23: 
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Здесь ij  – перемещение в основной системе координат по направлению i связи от 

единичного усилия, введенного по направлению отброшенной j связи; iZ cos  – перемеще-

ние в основной системе по направлению отброшенной i связи, происходящее от единичного 

перемещения по направлению введенной связи; Pi  – перемещение по направлению i связи, 

вызванное действием заданной внешней нагрузки на оболочку; P – внешняя нагрузка, дей-

ствующая определенным образом на оболочку; iX  – неизвестные усилия взаимодействия. 

В общем случае из-за разности радиусов между оболочкой и основанием может суще-

ствовать первоначальный зазор R . Также в некоторых случаях между оболочкой и основа-

нием может присутствовать упругий слой. Следовательно, учитывая эти факторы, уравнения 

примут вид: 
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Здесь Ri  – величина зазора по направлению i связи; D – оператор, связывающий реактивное 

усилие i точки поверхности основания (прокладки) и ее перемещение. Оператор D является ана-

логом параметра регуляризации, применяемым в аналитических методах решения контактных 

задач теории оболочек. При этом предположим, что оператор D состоит из двух слагаемых: 

, 21 DDD   

где оператор 1D  определяет изменение толщины оболочки за счет обжатия, а оператор 2D  

характеризует упругие свойства прокладок. 

Решая данную систему уравнений и применяя итерационные процедуры, находим 

распределение контактного давления и область контакта. С использованием дискретных ря-

дов Фурье найденная нагрузка аппроксимируется как 
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Коэффициенты разложения представим следующим образом: 

 

. 0

, 1
2

1
cos

2

1
 

2 1

1











 







k

N

i

N

K

iiK

b

qi
N

k
qq

N
a



 

 

 

Рис. 6. Аппроксимация контактного давления на половине области контакта для случая  

взаимодействия оболочки с несплошным упругим основанием 

На рис. 6 показана ее аппроксимация на половине области контакта. При этом определяет-

ся и контролируется невязка аппроксимации. Такое представление контактной нагрузки необхо-

димо для определения напряженного состояния оболочки от найденной контактной нагрузки. 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 2, 2018 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

20 

 

 

For citation: Emelyanov I. G. Mechanics of shells and its applications // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials  

and structures. – 2018. – Iss. 2. – P. 6–28. – DOI: 10.17804/2410-9908.2018.2.006-028. 

 

 

4. Результаты по исследованию тонкостенных конструкций 

1. В уравнениях, описывающих контакт оболочки с основанием, использовалось по-

нятие виртуальный элемент, на котором приложена некоторая постоянная сила. Оболочка 

под действием этой локальной силы деформируется. Была проведена оценка деформации  

с использованием предлагаемой методики и известных коммерческих вычислительных ком-

плексов ANSYS, COSMOS. Получено хорошее совпадение результатов расчета (по напряже-

ниям и перемещениям) по предлагаемой численно-аналитической методике и методом ко-

нечных элементов. 

2. Проведено обобщение метода для задачи при возникающей боковой нагрузке (рис. 7). 

 

 

Рис. 7. Контактная задача для оболочки при нагрузке, действующей в вертикальной  

и горизонтальной плоскости 

Определено контактное давление для тонкой изотропной оболочки, лежащей на не 

сплошном упругом или жестком основании. При этом оболочка нагружена системой массовых 

сил, включая поперечную нагрузку, которые вызывают несимметричное контактное давление. 

Данная задача моделирует передачу нагрузки от котла вагона-цистерны на лежневые опоры 

при прохождении вагоном поворота, т. е. с учетом центробежной силы. Вычисленная, несим-

метричная относительно вертикальной оси контактная нагрузка, представлена на рис. 8. 

 

 

Рис. 8. Распределение контактного давления для случая взаимодействия оболочки  

с упругим основанием с учетом поперечной нагрузки 

3. Поскольку получаемая контактная нагрузка не симметричная, то предложено ее 

новое разложение в дискретный ряд Фурье по синусам и косинусам. На рис. 9 показана 

ее аппроксимация на половине области контакта. Невязка аппроксимации  составляет 

менее 0,1 %. 
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Рис. 9. Аппроксимация контактного давления для случая взаимодействия оболочки  

с упругим основанием при вертикальной и поперечной нагрузке 

4. Проведено обобщение метода для задачи взаимодействия оболочки по неизвестной 

области контакта в двух координатных направлениях по направляющей и образующей. При 

этом область основания может быть несплошной, как на рис. 4. На рис. 10–11 показано рас-

пределение контактного давления по двумерной сплошной области, на рис. 12–13 распределе-

ние контактного давления по двумерной области в области имеющей разрывы. 

 

Рис. 10. Распределение контактных напряжений на половине области контакта  

в случае взаимодействия со сплошным упругим основанием 

 

Рис. 11. Распределение контактных напряжений на половине области контакта  

в случае взаимодействия со сплошным жестким основанием 
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Рис. 12. Распределение контактных напряжений на половине области контакта  

в случае взаимодействия с несплошным упругим основанием 

 

Рис. 13. Распределение контактных напряжений на половине области контакта  

в случае взаимодействия с несплошным жестким основанием 

5. Метод виртуальных элементов, обобщен для решения контактных задач для цилин-

дрических оболочек, лежащих на основании с поверхностью несогласованной формы. Кон-

такт оболочки может происходить как по согласованной, так и по несогласованной поверх-

ности контакта. Контакт называется согласованным, если поверхности обоих тел в недефор-

мированном состоянии точно «подогнаны» друг к другу. Тела, имеющие различные по фор-

ме профили, называются несогласованными. Тела несогласованной формы первоначально 

вступают в контакт в точке или по линии. Под действием внешней нагрузки они деформи-

руются в окрестности точки начального контакта и приходят в соприкосновение по некото-

рой конечной области.  

6. Показано, что существует аналогия между линейными интегральными уравнения-

ми, описывающими одномерную контактную задачу для оболочки и разрешающими линей-

ными алгебраическими уравнениями метода виртуальных элементов. Доказано, что уравне-

ние Фредгольма второго рода, определяющее распределение контактного давления в одно-

мерной постановке, совпадает с точностью до констант с уравнениями по предлагаемой ме-

тодике. Численно построенная функция податливости ij является аналогом функции Грина 

G . Необходимо добавить, что только для ограниченного класса оболочек (прямоугольных 

пластин, круглых пластин, сферических оболочек, цилиндрических оболочек бесконечной 

длины) существуют аналитические выражения для функции Грина. Для оболочки вращения 
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конечной длины с переменными параметрами вдоль образующей, построить аналитическую 

функцию Грина невозможно. Но достаточно просто ее вычислить численно, используя выше 

изложенный численно-аналитический метод. 

7. Определено напряженно-деформированное состояние оболочечной конструкции 

вагона-цистерны (рис. 2), лежащей на опорах ложементного типа, при воздействии норма-

тивных нагрузок разного вида. При расчете использован метод конечных элементов и ис-

пользован оболочечный конечный элемент типа shell. Расчетная схема конструкции пред-

ставлена на рис. 14. 

 

 

Рис. 14. Напряженное состояние вагона-цистерны при расчете  

на крупной конечно-элементной сетке 

Ресурс нерегулярно нагруженной конструкции вагона-цистерны, работающей  

в области многоцикловой усталости, оценен по линейной гипотезе накопления уста-

лостных повреждений. Предложен альтернативный подход к определению долговечно-

сти конструкции, основанный на дополнительных нестандартных экспериментах с об-

разцами материала конструкции и законом нелинейного суммировании повреждений. 

Результат по определению долговечности конструкции вагона-цистерны представлен на  

рис. 15. 

 

 

Рис. 15. Оценка долговечности вагона, годы: 1 – гарантийный срок службы;  

2 – срок, рассчитанный по методике нелинейного суммирования напряжений;  

3 – срок, рассчитанный по стандартной методике 

8. Разработана математическая модель, позволяющая оценить сопротивление разру-

шению кабины локомотива с учетом буферного устройства (рис. 16). 
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Рис. 16. Кабина локомотива 

На примере расчета кабины локомотива при наезде на препятствие предложен 

подход к определению параметров области безопасной эксплуатации конструкции. Для 

несущей конструкции балочно-стержневого типа предложен вариант нахождения обла-

сти безопасной эксплуатации при действии сверхнормативной нагрузки. Рассмотрено 

нагружение силового тонкостенного каркаса кабины локомотива при наезде  на препят-

ствие (рис. 17). 

 

 

Рис. 17. Расчетная схема силового каркаса кабины локомотива: 1 – лобовая балка;  

2 – крепящие элементы; 3 – силовой пояс; 4 – верхняя обвязка кабины; 5 – нижняя обвязка 

кабины; 6 – набор сотовых элементов; 7 – боковые упоры 

При расчете использован метод конечных элементов и использован оболочечный ко-

нечный элемент типа shell. Предложенная детерминированная инженерная оценка напря-

женного состояния сложной конструкции позволяет определить в трехмерном пространстве 

неизвестных параметров препятствия предельную поверхность, которая должна ограничи-

вать область безопасной эксплуатации локомотива (рис. 18). На примере расчета кабины ло-

комотива показано, каким образом необходимо обосновать требование сохранения ее проч-

ности и тем самым сохранить безопасность работы машинистов и дорогостоящего оборудо-

вания кабины. 
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Рис. 18. Область безопасной эксплуатации кабины локомотива 

5. Заключение 

Полученные в последнее время вышеперечисленные результаты фундаментальных  

и прикладных исследований для тонкостенных конструкций с использованием методов  

и подходов механики оболочек опубликованы в следующих работах 24, 41–63. 
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