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A technique is proposed that makes it possible to predict delamination in laminated compo-

sites. The technique is based on taking into consideration binder softening both under uniaxial 

transverse tension and in a plane stress state formed during longitudinal and transverse tension. The 

stratification moment is determined by the methods of the mathematical catastrophe theory. 
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Предложена методика, позволяющая прогнозировать расслоение в слоистых компози-

тах. Методика основана на включении в рассмотрение процесса разупрочнения связующего 

как при одноосном поперечном растяжении, так и при плоском напряженном состоянии, об-

разующемся при продольном и поперечном растяжении. Момент расслоения определяется 

методами математической теории катастроф. 

Ключевые слова: однонаправленный слоистый композит, полная диаграмма деформирова-

ния связующего, расслоение, катастрофа. 

1. Введение 

Композиционные материалы широко используются в машиностроении благодаря их 

уникальным свойствам [1–4]. Одним из характерных дефектов, появляющихся при деформи-

ровании однонаправленных композиционных материалов, является расслоение. В местах со-

единения арматуры и связующего могут образоваться несплошности [5–7]. Очевидно, что 

расслоение существенно влияет на работоспособность конструкций. Поэтому разработке ме-

тодов расчета на разрушение композиций по типу расслоений всегда уделяется большое 

внимание, например [8, 9]. 

В работе предложена новая модель расслоения в слоистых композитах, которая по 

крайней мере на качественном уровне иллюстрирует механизм данного процесса. Модель 

основана на включении в рассмотрение стадии разупрочнения связующего, предшествующе-

го его разрушению как при одноосном поперечном растяжении, так и при плоском напря-

женном состоянии, вызванном продольным и поперечном растяжениями. Предложены соот-

ветствующие модели материала. Для определения момента расслоения применяется аппарат 

математической теории катастроф [10, 11].  

2. Качественная теория расслоения слоистого композита 

Рассмотрим композиционный материал, состоящий из множества тонких пластин  

с начальной толщиной 2ℎ0, соединенных в единую систему посредством некоторого связу-

ющего материала малой толщины. Полученную композицию будем растягивать вдоль пла-

стин, задавая продольную деформацию 𝜀. При этом считаем, что пластины работают только 

в области упругости и свойства их материала определяют продольный модуль упругости E  

и коэффициент поперечной деформации 𝜈. 
Мысленно освободим слои от связей. Так как поперечная деформация слоев в свобод-

ном состоянии равна (−𝜈𝜀), то расстояние между свободными слоями равняется 2Δ = 2ℎ0𝜈𝜀, 

при этом толщина слоя имеет величину 2ℎ = 2ℎ0(1 − 𝜈𝜀) (рис. 1).  



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2022 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

19 

 

 

Struzhanov V. V. On one model of deformation in laminated composites // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials 

and structures. – 2022. – Iss. 1. – P. 16–24. – DOI: 10.17804/2410-9908.2022.1.016-024. 

 

 

Рис. 1. Фрагменты композита после растяжения (продольный разрез):  

1, 3 – половины упругого слоя после растяжения в свободном состоянии; 2 – связующие; 

пунктирная линия – не перемещающаяся в поперечном направлении середина слоя 

 

Рис. 2. Растяжение связующего 3, расположенного между жесткими стержнями 1 и 2  

(4 – средняя линия объема связующего) 

Объединим слои в единую систему. Тогда слои должны растянуться в поперечном 

направлении на некоторую величину z, а связующие – на величину 2x (рис. 1). В результате  

в композите возникают поперечные напряжения, приводящие к разрушению связующего. 

Сопротивление связующего отрыву задано функцией q(x) (без учета продольного рас-

тяжения), которую можно получить в ходе эксперимента по равновесному растяжению си-

стемы, состоящей из двух достаточно жестких стержней, соединенных данным связующим 

(рис. 2). В результате имеем зависимость P(x) (P – растягивающая сила) и отсюда зависи-

мость q(x) = P(x)/F (F – площадь поперечного сечения жестких стержней). Отметим, что диа-

грамма q(x) обладает падающей до нуля ветвью, т. е. она аналогична полной диаграмме де-

формирования обычного материала [12, 13]. 

При квазистатическом возрастании продольной деформации 𝜀 величина h уменьшает-

ся, а величина Δ возрастает (рис. 1). Следовательно, растяжение связующего увеличивается. 
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Вся система переходит из одного положения равновесия  в другое. В конце концов происхо-

дит разрушение связующего. Так как разрушение есть невозможность равновесия [14],  

то необходимо найти момент перехода системы в неустойчивое состояние. 

Для решения этой задачи воспользуемся методикой, применяемой в теории катастроф 

при определении устойчивых и неустойчивых положений равновесия консервативных меха-

нических систем [10, 11]. Выпишем лагранжиан системы, учитывая, что кинетическая энер-

гия практически равна нулю. Имеем 

Π =
1

2
Ε(

𝑧

ℎ
)2 ∙ ℎ𝑙𝑠 ∙ 2 + 2𝑙𝑠 ∫ 𝑞(𝑥)𝑑𝑥.

𝑥

0

 

Здесь первое слагаемое – энергия деформаций упругих слоев ( 
𝑧

ℎ
− деформация  

 поперечного растяжения упругого слоя;   𝑙 − длина слоя;   𝑠 − его ширина;   𝑧 = Δ − 𝑥), а вто-

рое – энергия связующего. Отметим, что система имеет один обобщенный параметр x (пара-

метр состояния), а ∆ – параметр управления (в терминах теории катастроф). 

Используя лангранжиан Π, получаем уравнение равновесия (уравнение Лангранжа II 

рода) [15]: 

𝑑Π

𝑑𝑥
=  −

Ε

ℎ
(Δ − 𝑥) + 𝑞(𝑥) = 0, (1) 

или 

Δ = 𝑥 +
ℎ

Ε
𝑞(𝑥). (2) 

С формальной точки зрения уравнение (1) можно рассматривать как уравнение равно-

весия некоторой гипотетической системы при постепенном возрастании управляющего па-

раметра Δ, т. е. мысленно отодвигаем связующее от слоя.  

Теперь необходимо при заданном значении h найти величину Δℎ, при достижении ко-

торой связующее разрушается. 

Уравнение (1) определяет критические точки функции Π(𝑥). Известно, что смена типа 

равновесия (переход системы из состояния устойчивого равновесия в неустойчивое) реали-

зуется в вырожденной критической точке, которая определяется из совместного решения 

уравнения (1) и уравнения [10, 11]: 

𝑑2Π

𝑑𝑥2
=

Ε

ℎ
+

𝑑𝑞(𝑥)

𝑑𝑥
=

Ε

ℎ
+ 𝜆𝑝(𝑥) = 0, (3) 

где 𝜆𝑝(𝑥)– касательная к кривой q(x) в точке x. В вырожденной критической точке и проис-

ходит разрушение связующего (катастрофа системы).  

Если решение уравнения (3) существует, т. е. на диаграмме q(x) найдется такая точка, 

где касательная равняется (−
Ε

ℎ
), то, подставляя данное значение x в равенство (2), получаем 

значение ∆ = ∆ℎ, при достижении которого возникает катастрофа. Когда решение уравне-

ния (3) не существует, то система плавно переходит из одного устойчивого состояния в дру-

гое устойчивое состояние вплоть до разделения на части (разрушение связующего). В этом 

случае разрушение связующего реализуется при 

∆ℎ= ∆ℎ
𝑟 = 𝑥𝑟 +

ℎ

Ε
𝑞(𝑥𝑟) = 𝑥𝑟 . 

Здесь 𝑥𝑟 – предельное поперечное удлинение связующего, где 𝑞(𝑥𝑟) = 0. 
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Далее зададим композиту продольную деформацию 𝜀. Вычисляем ℎ(𝜀) и Δ(𝜀). Под-

ставляем ℎ = ℎ(𝜀) в равенство (2) и уравнение (3). По изложенной выше методике определя-

ем Δℎ. При Δ(𝜀) < ∆ℎ расслоение не происходит. Расслоение также не произойдет, если ре-

шение уравнения (3) не существует и ∆(𝜀) < ∆ℎ
𝑟 .  

Увеличивая деформацию 𝜀, можно найти момент расслоения в композите, когда либо 

∆(𝜀) = Δℎ, либо ∆(𝜀) < ∆ℎ
𝑟 . 

3. Свойства связующего при двухосном растяжении 

Вообще говоря, связующее находится в условиях двухосного растяжения  (плоско-

напряженное состояние). Оно имеет продольную деформацию 𝜀 и поперечную деформацию x. 

Возьмем плоский квадратный элемент связующего с единичными размерами. Если материал 

находится в состоянии упругости, то энергия деформаций равна:  

𝑊𝑒 =
𝐻

2(1 − 𝜇2)
(𝜀2 + 2𝜇𝑥𝜀 + 𝑥2), (4) 

где H – модуль упругости; 𝜇 – коэффициент Пуассона связующего. 

Выражение (4) определяет центральные эллипсы (линии уровня потенциала 𝑊𝑒), 

главные оси которых наклонены к декартовым осям 0x, 0𝜀 под углом 
𝜋

4
. Произвольная точка 

(x, 𝜀) плоскости 0x𝜀 расположена на линии уровня с большой полуосью: 

𝑔 =
1

√2
√(𝑥 + 𝜀)2

(1 + 𝜇)

(1 − 𝜇)
+ (𝑥 − 𝜀)2 = √

𝑤𝑒

𝐺
. 

Здесь 𝐺 =
𝐻

2(1+𝜇)
 – модуль сдвига в упругости. 

Воспользуемся гипотезой, предполагающей, что деформирование происходит в по-

тенциальном поле с теми же линиями уровня, только каждой линии уровня отвечает уже не-

которая энергия W [16]. 

 

Рис. 3. Сдвиг связующего 3, расположенного между жесткими стержнями 1 и 2  

(4 – средняя линия связующего) 

Для построения функции W будем производить деформирование вдоль большой по-

луоси, реализуя чистый сдвиг. Воспользуемся диаграммой чистого сдвига 𝜏(𝛾). Такую диа-

грамму можно получить, осуществляя следующий эксперимент. Пусть связующее соединяет 

два достаточно жестких стержня прямоугольного поперечного сечения, к которым приложе-

ны сдвигающие усилия Q (рис. 3).  

Опыт ведем равновесно вплоть до разрушения связующего. В результате получаем за-

висимость Q(𝛾) и отсюда зависимость 𝜏(𝛾) =
𝑄

𝑆
. 
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Здесь S площадь поверхности стержней, соприкасающихся со связующим. Тогда 

энергия, затраченная на сдвиг связующего, равна 𝑉 = ∫ 𝜏(𝛾)𝑑𝛾
𝛾

0
. Отметим, что в общем слу-

чае функция 𝜏(𝛾) представляется полной диаграммой с падающей до нуля ветвью, которая 

пересекает ось 0𝛾 в точке 𝛾 = 𝛾𝑟, где 𝜏(𝛾𝑟) = 0 (𝛾𝑟 – сдвиг, отвечающий разрушению при 

равновесном деформировании). 

Теперь, осуществляя деформирование вдоль большой полуоси, имеем 𝛾 = √2𝑔.  

В точках пересечения большой полуоси с линиями уровня энергия равна 𝑉(𝑔) = ∫ 𝜏(𝑟)𝑑𝑟
√2𝑔

0
. 

Таким образом, линиям уровня отвечает энергия 𝑊 = 𝑉(𝑔). Теперь, чтобы получить выра-

жение для энергии на любом пути деформирования, следует заменить 𝑔 на √
𝑊𝑒

𝐺
. Так как 

напряжения определяются вектором-градиентом к линиям уровня, то 𝜎𝑥 =
𝜕𝑊

𝜕𝑥
, 𝜎𝜀 =

𝜕𝑊

𝜕𝜀
. Про-

изводя необходимые вычисления, находим определяющие соотношения для связующего при 

плоском напряженном состоянии. Они определяются выражением 

(
𝜎𝑥

𝜎𝜀
) = 𝜓(𝑥, 𝜀)

𝐻

1 − 𝜇2
(

1 𝜇
𝜇 1

) (
𝑥
𝜀

). 

Здесь  

𝜓 = 𝜏(𝛾)
1

√2𝑊𝑒𝐺
, (5) 

где 𝛾 = √
2𝑊𝑒

𝜎
. Величина 𝜓 в упругости равна единице, затем убывает до нуля в момент раз-

рушения. 

4. Общая теория 

Выпишем лангранжиан системы, учитывая, что слои и связующее находятся в усло-

виях двухосного растяжения. Деформация слоя равны 𝜀 и 
𝑧

ℎ(𝜀)
, а связующего – 𝜀 и 𝑥. Исполь-

зуя определяющие соотношения плоско-напряженного состояния для упругого слоя, получа-

ем энергию деформаций 𝐿1 =
1

2

𝐸

1−𝜈2
(𝜀2 + 2𝜈𝜀

𝑧

ℎ
+

𝑧2

ℎ2
) 2ℎ𝑙𝑠.  

Энергия связующего равна 𝐿2 = 𝑊 2𝑙𝑠. Здесь 2hls – объем упругого слоя (2h – толщи-

на; 𝑙 – длина; s – площадь поперечного сечения); 2ls – объем связующего единичной толщи-

ны. Итак лагранжиан равен 𝐿 = 𝐿1 + 𝐿2.  Параметр управления системой есть 𝜀, а параметр 

состояния – x. Уравнение равновесия определяет выражение 

𝑑𝐿

𝑑𝑥
= −

𝐸

1−𝜈2 (𝜈𝜀 +
Δ−𝑥

ℎ(𝜀)
) +

𝐻

1−𝜇2
(𝑥 + 𝜇𝜀)𝜓(𝑥, 𝜀) = 0.  (6) 

Отсюда 

Δ = 𝑥 − 𝜈𝜀ℎ(𝜀) +
𝐻

1 − 𝜇2

ℎ(𝜀)(1 − 𝜈2)

𝐸
(𝑥 + 𝜇𝜀) ∙ 𝜓(𝑥, 𝜀). (7) 

Здесь 𝜀, ℎ(𝜀) – фиксированные величины, функции 𝜓(𝑥, 𝜀) при заданном 𝜀 определя-

ется выражением (5). 

С формальной точки зрения уравнения (6) и (7) опять можно рассматривать как урав-

нения равновесия гипотетической системы при постоянном возрастании параметра ∆,  т. е. 
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мысленно отодвигаем связующее от слоя. Увеличивая параметр ∆ из уравнения (7), находим 

функцию ∆(𝑥). Отметим, что это возможно сделать, подставляя в правую часть уравнения (7) 

постепенно возрастающие значения x. Теперь следует при заданном значении ℎ(𝜀) найти  

величину Δℎ, при достижении которой связующее разрушается. 

Уравнение (6) определяет критические точки функции L. Потеря устойчивости систе-

мы происходит в вырожденных критических точках [11]. Они определяются из уравнения 

𝑑2𝐿

𝑑𝑥2
=

𝐸

1 − 𝜈2
∙

1

𝑛(𝜀)
+

𝐻

1 − 𝜇2
𝜓(𝑥, 𝜀) +

𝐻

1 − 𝜇2
(𝑥 + 𝜇𝜀)

𝜕𝜓(𝑥, 𝜀)

𝜕𝑥
= 0 

(𝜀 – фиксированная величина). Или из уравнения 

𝜕Δ

𝜕𝑥
= 1 +

𝐻

1−𝜇2
∙

ℎ(𝜀)(1−𝜈2)

𝐸
𝜓(𝑥, 𝜀) +

𝐻

1−𝜇2
∙

ℎ(𝜀)(1−𝜈2)

𝐸
(𝑥 + 𝜇𝜀)

𝜕𝜓

𝜕𝑥
= 0.  (8) 

Здесь 
𝜕Δ

𝜕𝑥
= 0 – это экстремум (максимум) функции Δ(𝑥).  

Если после подстановки функции 𝜓(𝑥, 𝜀) в выражении (8) не получаем тождество, то 

значит при данном 𝜀 функция Δ(𝑥) не имеет экстремума и катастрофы не произойдет. Когда 

𝜓(𝑥, 𝜀) удовлетворяет уравнению (8), то после ее подстановки в выражение (7) получим зна-

чение Δℎ,  т. е. величину Δ, при которой произойдет катастрофа (расслоение). Катастрофы 

также не произойдет при Δ(𝜀) < ∆ℎ (Δ(𝜀) – реальное значение Δ при данном 𝜀). 

Увеличивая продольную деформацию 𝜀 по изложенной выше методике можно опре-

делить, когда произойдет расслоение в композитах. 

5. Заключение 

Разработана методика определения расслоения в однонаправленном композите при 

его растяжении вдоль слоев. Методика основана на использовании свойства разупрочнения 

связующего как при одноосном растяжении, так и при плоском напряженном состоянии.  

Методика основана на применении методов теории катастроф. 
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