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An operator equation is obtained, the solution of which is an intrinsic (residual) stress tensor 

reducing the stress level to zero in a predetermined region of a rigidly loaded elastic body. It is 

shown that the operator of this equation is a contraction operator and, therefore, this equation can  

be solved by the method of successive approximations. An example is given. 
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Получено операторное уравнение, решением которого является тензор собственных 

(остаточных) напряжений, снижающий до нуля уровень напряжений в наперед заданной об-

ласти упругого тела при его жестком нагружении. Показано, что оператор этого уравнения 

является оператором сжатия и, следовательно, решение этого уравнения можно найти мето-

дом последовательных приближений.  

Ключевые слова: остаточные напряжения, энергетическое гильбертово пространство, орто-

гональные подпространства, операторное уравнение, оператор сжатия, последовательные 

приближения. 

1. Введение 

Остаточными (собственными) напряжениями принято называть такие напряжения, 

которые существуют и уравновешиваются в теле после устранения воздействий, вызвав-

ших их появление. Уровень остаточных напряжений, возникающих почти при всех тех-

нологических процессах термической и механической обработки, является важным пара-

метром, определяющим качество элементов конструкций [1–11]. Эти напряжения, скла-

дываясь с напряжениями от внешней нагрузки, либо увеличивают несущую способность 

конструкционных элементов, либо уменьшают ее [3, 8, 12]. Остаточные напряжения 

определяют либо экспериментально [12], либо используя современные математические 

методы [13]. Причем в технике хорошо известны технологии создания благоприятных 

полей остаточных напряжений [1, 14–16]. Очевидно, что дать оценку влияния остаточных 

напряжений на прочность изделий желательно получить уже на стадии проектирования 

для того, чтобы разработать такую технологию изготовления деталей конструкций, при 

которой возникали бы остаточные напряжения, благоприятно взаимодействующие с 

напряжениями, появляющимися в процессе их эксплуатации. 

В некоторых случаях необходимо снизить уровень напряжений только в отдельных 

областях – областях концентрации напряжений от внешней нагрузки. В работе приведена 

методика расчета такого поля собственных напряжений, которое при заданном жестком 

нагружении упругого тела, складываясь с напряжениями от нагрузки, позволяет в отдельных 

областях тела получить суммарное напряженное состояние, сколь угодно близкое к нулю. 

При этом неявно предполагается, что в других областях суммарные напряжения не превос-

ходят предела текучести. 
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2. Постановка задачи  

Рассмотрим упругое тело 𝑉, ограниченное достаточно гладкой поверхностью Г. Зада-

дим точкам части границы Г1 перемещения, определяемые вектором 𝝂(𝑦), 𝑦 ∈  Г1. Оставша-

яся часть границы Г2 свободна от напряжений. Напряженно-деформированное состояние в 

теле находится из решения краевой задачи 

∇ ∙ 𝝈 = 0, 𝜺 = def  𝒖, 𝝈 = 𝑪 ∙∙ 𝜺, 𝒖|Г1
= 𝝂, 𝝈 ∙ 𝒏 |Г2

= 0. (1) 

Здесь первая группа уравнений – это уравнения равновесия; вторая – соотноше-

ния Коши; третья – закон Гука [17]. Симметричные тензоры второго ранга напряжений 

и деформаций обозначены, соответственно, символами 𝝈 и 𝜺, 𝒖 – вектор перемещений 

внутренних точек тела 𝑉; 𝒏 – единичный вектор внешней нормали к поверхности Г;  
𝑪 – симметричный тензор четвертого ранга модулей упругости; ∇ – оператор Гамильто-

на, точкой обозначено скалярное произведение, двумя точками – двойное скалярное 

произведение тензоров [10]. 

Если теперь в теле возникнет поле первоначальных несовместных деформаций [11], 

заданное симметричным несовместным тензором второго ранга 𝜺∗(𝑥), [ ∈ 𝑉, то появятся до-

полнительные самоуравновешенные напряжения [11]. Для их определения необходимо ре-

шить краевую задачу [18]: 

∇ ∙ 𝐪′′ = 0, 𝐞 = def  𝒖, 𝒒′′ = 𝑪 ∙∙ (𝒆 − 𝜺∗), 𝒖|Г1
= 0, 𝒒′′ ∙ 𝒏 |Г2

= 0. (2) 

Здесь 𝐪′′ и 𝐞 – симметричные тензоры, второго ранга напряжений и деформаций. 

Согласно принципу суперпозиции напряженное состояние в теле задано теперь сум-

мой тензоров 𝜺 (𝑥) + 𝐪′′(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑉. Будем считать, что тензор 𝐪′′(𝑥) оптимизирует напря-

женное состояние в упругом теле, если в некоторой наперед заданной области 𝑉1 ⊂ 𝑉 имеет 

место равенство 

(𝑥)𝐪′′(𝑥) + (𝑥)𝝈(𝑥) = 0, (𝑥) = {1, 𝑥 ∈  𝑉1;   0, 𝑥 ∉  𝑉1}. (3) 

Тогда задача оптимизации формулируется следующим образом: требуется найти та-

кое поле первоначальных деформаций, при реализации которого возникнут такие дополни-

тельные напряжения, что в области 𝑉1 будет выполняться равенство (3). 

3. Функциональные пространства тензоров второго ранга 

В основу дальнейших рассуждений положим энергетическое гильбертово пространство  𝑇, 

состоящее из всевозможных симметричных тензоров напряжений, определенных в 𝑉 [19]. Ска-

лярное произведение и норма в нем заданы формулами [19, 20] 

(𝒑𝟏, 𝒑𝟐) =  ∫ 𝒑𝟏

𝑉

∙∙ 𝑺 ∙∙ 𝒑𝟐 𝑑𝑉;    ||𝒑||
2

= (𝒑, 𝒑);     𝒑, 𝒑𝟏, 𝒑𝟐 ∈ 𝑇, 

где 𝑺 – тензор модулей податливости 𝑺 = 𝑪−1. Известно [19, 20], что пространство 𝑇 являет-

ся ортогональной суммой следующих подпространств: 

𝑇1 = {𝒑′: 𝒆′ = 𝑺 ∙∙ 𝒑′;    𝐽𝑛𝑘 𝒆′ = 0};    𝑇2 = {𝒑′
′: ∇ ∙ 𝒑′

′ = 0, 𝒑′′ ∙ 𝒏|Г = 0} 

Оператор 𝐽𝑛𝑘 – опреатор несовместности [17]. 

Элементами подпространства 𝑇1 являются решения краевой задачи теории упругости 

при всевозможных объемных и поверхностных силах: 
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∇ ∙ 𝒑′ = 𝒇;  𝒆′ = def 𝒖 ;   𝒑′ =  𝑪 ∙∙ 𝒆′;   𝒏 ∙ 𝒑′|Г = 𝒕. (4) 

Здесь 𝒇 =  𝒇(𝑥);   𝑥 ∈ 𝑉 – вектор объемных сил; 𝒕 =  𝒕(𝑥);   𝑥 ∈ Г – вектор поверх-

ностных сил. Элементами подпространства 𝑇2 являются решения краевой задачи: 

∇ ∙ 𝒑′′ = 0, 𝒆′ = def 𝒖 , 𝒑′′ =  𝑪 ∙∙ (𝒆′ − 𝜺∗), 𝒏 ∙ 𝒑′′|Г = 0. (5) 

для всевозможных симметричных тензоров второго ранга первоначальных деформаций 𝜺∗. 

Если 𝑝′ ∈ 𝑇2, а 𝑝′′ ∈ 𝑇2, то, используя формулу Остроградского–Гауса, находим: 

(𝒑′′, 𝒑′) =  ∫ 𝒑′′

𝑉

∙∙ 𝑺 ∙∙ 𝒑′𝑑𝑉 =  ∫ 𝑝′′ ∙∙ 𝑒 ′𝑑𝑉 =   ∫ 𝒑′′

𝑉

∙∙ 𝑑𝑒𝑓 𝒖
𝑉

 𝑑𝑉 = 

=  − ∫ ∇ ∙ 𝒑′′

𝑉

∙  𝒖 𝑑𝑉 + ∫ 𝒏 ∙ 𝒑′′

Г

∙  𝒖 𝑑Г = 0. 

Рассмотрим еще два подпространства: 

𝐷1 = {𝒒′: 𝐽𝑛𝑘 (𝑺 ∙∙ 𝒒′) = 0;     𝑢|Г1
= 0};   𝐷2 = {𝒒′

′: ∇ ∙ 𝒒′
′ = 0, 𝒏 ∙ 𝒒′′|Г2

= 0}. 

Элементами подпространства 𝐷1 являются решения краевой задачи 

∇ ∙ 𝒒′ = 𝒇;   𝒆′ = 𝑑𝑒𝑓 𝒖;    𝒒′ = 𝑪 ∙∙ 𝒆′;      𝒖|Г1
= 0;     𝒒′ ∙ 𝒏|Г2

= 𝒕 

для всевозможных 𝒇 и 𝒕. 

Элементы подпространства 𝐷2 – решения краевой задачи 

∇ ∙ 𝒒′′ = 𝟎;   𝒆′ = 𝑑𝑒𝑓 𝒖;    𝒒′′ = 𝑪 ∙∙ (𝒆′ − 𝜺∗);      𝒖|Г1
= 𝒗;      𝒒′′ ∙ 𝒏|Г2

= 0 

для различных 𝜺∗ и 𝑉. 

Используя формулу Остроградского–Гаусса, находим: 

(𝒒′′, 𝒒′) = ∫ 𝒒′′

𝑉

∙∙ 𝒒′𝑑𝑉 =  ∫ 𝒒′′

𝑉

∙∙ 𝒆′𝑑𝑉 =  ∫ 𝒒′′

𝑉

∙∙ def 𝒖 𝑑𝑉 =

=  − ∫ ∇ ∙ 𝒒′′

𝑉

∙  𝒖 𝑑𝑉 + ∫ 𝒏 ∙ 𝒒′′

Г

∙  𝒖 𝑑Г =

= − ∫ ∇ ∙ 𝒒′′

𝑉

∙  𝒖 𝑑𝑉 + ∫ 𝒏 ∙ 𝒒′′

Г1

∙  𝒖 𝑑Г + ∫ 𝒏 ∙ 𝒒′′

Г2

∙  𝒖 𝑑Г = 0.  

 

Таким образом, пространство 𝑇 есть ортогональная сумма либо подпространств 𝑇1  

и 𝑇2, либо подпространств 𝐷1 и 𝐷2; 𝑇 = 𝑇1⨁𝑇2;𝐷 = 𝐷1⨁𝐷2. 
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Итак, любой тензор 𝒑 ∈ 𝑇 [19, 20] можно представить единственным образом: суммой 

𝒑 = 𝒑′ + 𝒑′′ или суммой 𝒑 = 𝒒′ + 𝒒′′, где 𝒑′ ∈ 𝑇1; 𝒑′′ ∈ 𝑇2; 𝒑′, 𝒑′′ = 0; 𝒒′ ∈ 𝐷1; 𝒒′′ ∈ 𝐷2; 

𝒒′, 𝒒′′ = 0; 𝒑′ = 𝑃1𝒑;  𝒑′′ = 𝑃2𝒑; 𝒒′ = 𝑄1𝒑; 𝒒′′ = 𝑄2𝒑.  

Здесь 𝑃1 и  𝑃2 – операторы ортогонального проектирования на подпространства 𝑇1 и 

𝑇2  соответственно, а 𝑄1 и 𝑄2 – ортопроекторы на 𝐷1 и 𝐷2, причем 𝑃1 + 𝑃2 = 𝐼;  𝑄1 + 𝑄2 = 𝐼 , 
где 𝐼 – тождественный оператор. Далее очевидно, что 𝑇2 ⊂ 𝐷2 и 𝐷1 ⊂ 𝑇1. Тогда 𝑄1𝑃2 =
𝑃2𝑄1 = 0 [21, 22] (проекторы 𝑄1 и 𝑃2  ортогональны, так как ортогональны подпространства 

𝐷1 и 𝑇2). И кроме того имеют место равенства: 

𝑃1𝑄1 =  𝑄1;   𝑄1𝑃1 =  𝑄1;   𝑄2𝑃2 =  𝑄2;   𝑃2𝑄2 =  𝑄2. (6) 

Эти равенства проверяются непосредственно. Например: 

𝑃1𝑄1 = (𝐼 − 𝑃2)𝑄1 = 𝑄1 − 𝑃2𝑄1 = 𝑄1 

и т. д. Отметим, наконец, что решения задач (1) и (2) принадлежит подпространству 𝐷2. 

4. Решение системы (2) 

1. Найдем теперь общий вид решения системы (2). Задачу будем решать в два этапа. 

Сначала запишем решение задачи (5). В работе [18] показано, что тензор напряжений здесь 

определяется выражением  𝒑′′ =  −𝑃2𝝈∗(𝝈∗ = 𝐶 ∙∙ 𝜀∗), а совместные деформации и переме-

щения являются решениями уравнений (4) при 𝑓 = ∇ ∙ 𝝈∗, t = 𝝈∗ ∙ 𝑛|Г (задача (А)), причем 

𝒑′ = 𝑃1𝝈∗. Итак, получили напряженно-деформированное состояние в теле со свободной 

границей при заданном поле первоначальных деформаций. Обозначим через 𝒘 перемещения, 

которые получают при этом точки границы (𝒖|Г =  𝒘). На втором этапе необходимо решить 

задачу (1) при граничных условиях 𝒖|Г1
=  −𝑤, 𝝈 ∙ 𝒏|Г2

= 0 (задача (В)) и затем наложить 

это решение на решение задачи (5). 

Рассмотрим дополнительную систему 

∇ ∙ 𝒑′
𝑤

=  ∇ ∙  𝛔∗, 𝒆′ = 𝑑𝑒𝑓 𝒖, 𝒑′
𝑤

= 𝑪 ∙ ∙ 𝒆′, 𝒖|Г1
=  𝑤, 𝒑′

𝑤
∙  𝒏|Г2

=   𝛔∗ ∙  𝒏|Г2
. (7) 

Решение системы (7), очевидно, совпадает с решением задачи (А). Следовательно, 

𝒑′
𝑤

= 𝒑′ = 𝑃1𝝈∗.Из данного тензора 𝒑′
𝑤

 вычтем тензор напряжений 𝝈𝑤, удовлетворяющий 

системе (1) с граничными условиями 𝒖|Г1
= 𝑤,  𝝈𝑤  ∙  𝒏|Г2

= 0. Тогда 𝒑′
𝑤

− 𝝈𝑤 ∈ 𝐷1. Отсюда 

𝒑′
𝑤

= (𝒑′
𝑤

− 𝝈𝑤) + 𝝈𝑤, где 𝝈𝑤 ∈ 𝐷2. 

То есть имеет место разложение тензора 𝒑′
𝑤

 на сумму элементов из подпространства 

𝐷1 и 𝐷2. В силу единственности такого представления находим, что 𝝈𝑤 = 𝑄2𝒑′
𝑤

= 𝑄2𝑃1𝝈∗. 

Теперь решение задачи (В) определяется выражением (−𝑄2𝑃1𝝈∗). Итак, искомое решение 

задачи (2) с учетом равенства (6) можно представить в виде: 

𝒒′′ = −𝑃2𝝈∗ − 𝑄2𝑃1𝝈∗ =  −(𝐼 − 𝑃1)𝝈∗ − 𝑄2𝑃1𝝈∗ = −𝝈∗ + (𝐼 − 𝑄2)𝑃1𝝈∗ = −𝝈∗ + 

+𝑄1𝑃1𝝈∗ = −𝝈∗ + 𝑄1𝝈∗ =  −(𝐼 − 𝑄1)𝝈∗ = −𝑄2𝝈∗. 
(8) 

5. Метод решения задачи оптимизации 

Следуя работе [20], перепишем уравнение (3) с учетом равенства (8) в виде 𝜒𝑄2𝝈∗ = 𝜒 𝝈. 
Подставляя сюда выражение 𝑄2 = 𝐼 − 𝑄1получаем операторное уравнение 𝜒𝝈∗ =  𝜒𝑄1𝝈∗ + 𝜒𝝈. 
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Будем искать решение данного уравнения на множестве 𝜒𝑇. Если 𝝈∗ ∈  𝜒𝑇, то 𝜒 𝝈∗ =
𝝈∗, (𝜒𝜒 = 𝜒). Тогда окончательно 

𝝈∗ = 𝜒𝑄1𝝈∗ +  𝜒𝝈. (9) 

Оценим норму оператора 𝜒𝑄1. Имеем ||𝜒𝑄1|| ≤ ||𝜒|| ∙ ||𝑄1||. Известно, что ||𝑄1|| = 1  

[14]. Далее ||𝜒𝑝||2 = ∫ 𝜒𝑝
𝑉

∙ ∙   𝑆 ∙ ∙  𝜒𝑝 𝑑𝒗 =  ∫ 𝑝
𝑉1

∙ ∙  𝑝 𝑑𝑉 < ∫ 𝑝 ∙
𝑉

 ∙  𝑆 ∙ ∙  𝑝 𝑑𝑉 = ||𝑝||2. 

Здесь 𝑝 ∙ ∙ 𝑆 ∙ ∙ 𝑝 – положительно определенная квадратичная форма, 𝑝 – некоторый элемент 

из множества 𝑀 ⊂ 𝑇 , которое составляют тензоры, определенные в области 𝑉 ′, где 𝑉 ′ – лю-

бая область? входящая или совпадающая с 𝑉, причем 𝑉1 ⊂ 𝑉 ′. Тогда, рассматривая 𝜒 как опе-

ратор, действующий из 𝑀 ⊂ 𝑇 в 𝜒𝑇, получаем ||𝜒|| < 1. Если же 𝜒 действует из 𝜒𝑇 в 𝜒𝑇, то 

||𝜒|| = 1. Очевидно, что оператор 𝑄1 отображает элементы из 𝑇 в 𝑀, кроме элементов 

𝜒𝑞′ ∈ 𝐷1. Отсюда следует, что оператор 𝜒𝑄1, определенный на множестве 𝜒𝑇(𝜒𝑇⋂𝐷1), имеет 

норму ||𝜒𝑄1|| < 1. Следовательно, он является оператором сжатия, и решение уравнения (9) 

представимо сходящимся рядом 

𝝈∗ = ∑(𝜒𝑄1)𝑛 𝜒𝝈.

∞

𝑛=0

 (10) 

Наконец, искомое поле первоначальных деформаций определяется тензором 𝜺∗ = 𝑺 ∙ ∙ 𝝈∗. 

Замечание 1. Так как 𝑄2(𝝈∗ + 𝒒′) =  𝑄2𝝈∗, где 𝒒′ – произвольный элемент из 𝐷1, то 

любой тензор 𝜺 =  𝜺∗ + 𝜺′, где 𝜺′ =  𝑺 ∙ ∙ 𝒒′, также инициирует поле напряжений 𝒒′′(𝑥), обла-

дающее свойством (3). 

Замечание 2. Если в теле требуется создать заданное поле напряжений 𝒒′′(𝑥), то поле 

первоначальных деформаций определяется тензором 𝜺∗(𝑥) = 𝜺′′(𝑥) + 𝜺′(𝑥), где 𝜺′′ =  𝑺 ∙ ∙ 𝒒′′; 

𝜺′ – произвольный тензор совместных деформаций, которому отвечают перемещения, обра-

щающиеся в нуль на границе Г1. 

6. Пример 

Рассмотрим частный случай. Пусть точкам границы тонкого круглого диска радиуса 𝑅 

заданы радиальные перемещения 𝜈. Требуется найти первоначальные деформации, вызыва-

ющие появление таких добавочных напряжений, которые в сумме с напряжениями от внеш-

ней нагрузки дают нулевое напряженное состояние в центральной зоне радиуса 𝑅1. 

Решения краевых задач (1) и (2) определяют соответственно формулы: 

𝜎𝑟 = 𝜎𝜃 =
𝐸𝜈

(1 − 𝜇)𝑅
,   𝜀𝑟 = 𝜀𝜃 =

𝜈

𝑅
; 

𝑞𝑟
′′ = 𝑞𝜃

′′ =
𝐸 𝜀0

∗

2(1 − 𝜇)
[(1 + 𝜇)

𝑅1
2

𝑅2
+ (1 − 𝜇)], 

𝑒𝑟 = 𝑒𝜃 =
1

2
  𝜀0

∗ (1 + 𝜇) (1 −
𝑅1

2

𝑅2
) ,    0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅1, 

𝑞𝑟,𝜃
′′ =

𝐸 𝜀0
∗ 𝑅1

2

2𝑅2(1 − 𝜇)
[(1 + 𝜇) ±  (1 − 𝜇)

𝑅2

𝑟2
], 

𝑒𝑟,𝜃 = −
𝜀0

∗ (1 + 𝜇) 𝑅1
2

2𝑅2
(1 ±

𝑅1
2

𝑅2
),    𝑅1  ≤ 𝑟 ≤ 𝑅. 
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Индексами 𝑟 и 𝜃 обозначены, соответственно, радиальные и тангенциальные напря-

жения и деформации; 𝐸 – модуль Юнга; 𝜇 – коэффициент Пуассона; 𝜀0
∗ =  𝜀𝑟

∗ = 𝜀𝜃
∗  – первона-

чальные деформации в центральной зоне, требующие определения. 

Используя данные выражения, находим, что в формуле (10) величина 

𝜒𝜎 = 𝜒
𝐸𝜈

(1 − 𝜇)𝑅
 

и оператор 

𝑄1 =
1

2
(1 + 𝜇) (1 −

𝑅1
2

𝑅2
), 

где 𝜒 = 1, 𝑟 ∈ [0, 𝑅1];  𝜒 = 0, 𝑟 ∈ [𝑅1, 𝑅]. Тогда суммируя ряд (10), который представляет 

собой убывающую геометрическую прогрессию, получаем: 

𝜎0
∗ = 𝜒𝜎𝑟

∗ = 𝜒𝜎𝜃
∗ =

2𝜒 𝑅 𝜈𝐸

(1 − 𝜇)[(1 − 𝜇)𝑅2 + (1 + 𝜇)𝑅1
2]

. 

Отсюда искомое значение 𝜀0
∗ =  (1 − 𝜇)𝐸−1𝜎0

∗. Далее получаем: 

𝑞𝑟
′′ = 𝑞𝜃

′′ =
𝐸 𝜇

(1 − 𝜇)𝑅
;    0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅1; 

𝑞𝑟,𝜃
′′ =

𝐸 𝑅2𝜈

𝑅(1 − 𝜇)[(1 − 𝜇)𝑅2 + (1 + 𝜇)𝑅1
2]

[(1 + 𝜇) ±  (1 − 𝜇)
𝑅2

𝑟2
] ;     𝑅1  ≤ 𝑟 ≤ 𝑅. 

Таким образом, суммарные напряжения в центральной зоне равны нулю, а в кольце, 

окружающем эту область, получаем решение задачи Ляме для соответствующих граничных 

условий. 
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