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An algorithm for calculating the parameters of a compound cylinder with a metal casing and 

a fiber polymer shell is developed. The inner radius of the casing and the outer radius of the com-

pound cylinder are limited by technological conditions. The compound cylinder under internal pres-

sure deforms as a single unit. It is assumed that the thickness of the metal wall of the casing should 

be minimized. With the application of the Lame problem, an optimal relationship between the 

thickness of the casing and the thickness of its reinforcing shell is determined. Various strength 

conditions in the critical points of the structure are analyzed and the most comprehensive condition 

is chosen. An exact analytical solution of the problem is found. The ratio of two radii of a com-

pound cylinder is found through a system of equations that relates the strength condition to the 

strain compatibility condition at the junction between the casing and the shell. The wall thickness 

for a closed cylinder with a metal casing and an open fiber polymer shell is calculated as a numeri-

cal example. 

Keywords: compound cylinder, internal pressure, the Lamе problem, exact solution, polymer fiber, 

safety factor. 
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Разработан алгоритм расчета параметров составного цилиндра из металлического 

корпуса и полимерной волокнистой оболочки. Внутренний радиус корпуса и внешний ради-

ус составного цилиндра ограничены технологическими условиями. Составной цилиндр де-

формируется как единое целое под действием внутреннего давления. Предполагается, что 

толщина металлической стенки корпуса должна быть наименьшей из возможных. С помо-

щью решения задачи Ламе находится оптимальное соотношение между толщиной стенки 

корпуса и толщиной упрочняющей его оболочки. Проведен анализ различных условий проч-

ности в опасных точках конструкции и выбрано наиболее общее из условий. Найдено точное 

аналитическое решение задачи. Соотношение радиусов составного цилиндра находится при 

решении системы уравнений, связывающих условие прочности и условие совместности де-

формаций на стыке корпуса и оболочки. Приведен числовой пример расчета толщины стенок 

для закрытого цилиндра с металлическим корпусом и открытой волокнистой оболочкой. 

Ключевые слова: составной цилиндр, внутреннее давление, задача Ламе, точное решение, 

полимерное волокно, запас прочности.  

1. Введение  

Цилиндрические элементы конструкций, в том числе составные цилиндры, активно 

используются в технике. Это резервуары различного назначения, трубопроводы, котлы, кор-

пусы двигателей. Разработка методов расчета составных цилиндров на прочность становится 

актуальной и с появлением новых современных материалов [1, 2]. При этом ставятся задачи 

прогнозирования ранних стадий разрушения материала и гарантирование работы ответ-

ственных конструкций в безопасном диапазоне напряжений и деформаций [3–6]. Наряду с 

созданием пакетов программ для расчета конструкций сохраняется необходимость и в разра-

ботке точного аналитического решения задач [7]. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим цилиндр, боковая поверхность которого имеет полимерную волокнистую 

оболочку. Цилиндр находится под воздействием высокого внутреннего давления, имеющего 

характер однократных статических нагрузок. Требуется оценить прочность боковой поверх-

ности. Необходимо найти наименьшую из возможных толщину корпуса, не допустив при 

этом потери прочности конструкции. Суммарная толщина корпуса и оболочки ограничена 

технологическими требованиями. 
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Внутренний радиус корпуса a известен. Его внешний радиус b и внешний радиус обо-

лочки с не известны и должны быть найдены так, чтобы при действии давления внутри ци-

линдра не возникали пластические деформации ни в корпусе, ни в оболочке. При возраста-

нии давления внутри цилиндра до величины Рa на стыке корпуса и оболочки возникает дав-

ление Рb. Величина Рb зависит от соотношения радиусов a, b, c, поэтому заранее неизвестна.  

Оболочка плотно прилегает к корпусу, напряжения на стыке корпуса и оболочки при 

отсутствии внутреннего давления практически отсутствуют. Подобные оболочки надеваются 

на корпус с натягом, но релаксация высокопрочных волокон обычно такова, что эти напря-

жения быстро снижаются, поэтому их можно не учитывать при расчете ответственных кон-

струкций.  

На рис. 1 представлена схема поперечного сечения составного цилиндра. Толщина 

металлической стенки корпуса равна b – а, толщина полимерной обмотки равна c – b. 

 

 

Рис. 1. Схема сечения составного цилиндра 

Пусть E1 – модуль Юнга,  – коэффициент Пуассона материала корпуса. E2 – модуль 

Юнга волокна полимерной оболочки. Обмотка не имеет связующего, поэтому ее коэффици-

ент Пуассона равен нулю.  

Рассмотрим решение задачи Ламе для металлического корпуса и оболочки из волокна. 

Корпус – цилиндр с внутренним давлением Рa и внешним давлением Рb на боковой поверх-

ности. Оболочка представляет собой цилиндр с внутренним давлением Рb. Внешнее давление 

оболочки Рс равно нулю. 

3. Решение задачи Ламе  

В корпусе действуют r – радиальное,  – окружное и z – осевое напряжения. Соответ-

ствующие напряжения в оболочке обозначим zr 
~,~,~ . Пусть также r – произвольный радиус 

сечения составного цилиндра, расстояние от оси цилиндра до его произвольной точки. 

Используя методы решения [8–10] задачи Ламе для цилиндра, запишем напряжения  

в металлическом корпусе при a  r  b: 
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Аналогичным образом найдем радиальное, окружное и осевое напряжения в волокни-

стой оболочке при b  r  c: 


































.0~

,~

,~

2

22

2222

2

2

22

2222

2

z

bb
r

bb

r

cb

bc

P

bc

Pb

r

cb

bc

P

bc

Pb

. (2) 

Используя обобщенный закон Гука, вычислим окружные деформации в корпусе    

и оболочке 
~  при r = b: 
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Запишем условие совместности деформаций   ~
 при r = b на стыке корпуса и обо-

лочки: 
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Введем обозначения:  
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Используя обозначения (3), получим условие совместности деформаций на стыке 

корпуса и обмотки в следующем виде: 
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Условие совместности деформаций должно сочетаться с ограничением напряжений в 

опасных точках и отсутствием в них пластических деформаций. 

4. Условия прочности корпуса и оболочки  

Перейдем к оценке напряжений в составном цилиндре, используя формулы (1,2). 

Наибольшие напряжения, влияющие на прочность конструкции, возникают на внутренней 

поверхности корпуса при r = a и на внутренней поверхности оболочки при r = b. Для выбора 

критерия прочности рассмотрим также интенсивность напряжений i и главные касательные 

напряжения 
1
, 

2
, 

3 в опасных точках корпуса и оболочки: 
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Касательные напряжения 
1
, 

2
, 

3 в корпусе при r = a: 
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Вычислим интенсивность касательных напряжений в корпусе при r = a: 
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Анализируя напряжения 
i
, 

1
, 

2
, 

3
, делаем вывод, что в корпусе наибольшим из них 

является 
1
. Если [i] – допустимое значение интенсивности напряжений в металле, то усло-

вие прочности корпуса при минимальной толщине металлической стенки примет вид:  
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Аналогичным образом исследуем напряжения 321
~,~,~  для оболочки при r = b: 
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Если  i
~

 – допустимое значение интенсивности напряжений волокна, то условие ра-

боты оболочки в области упругих деформаций следующее: 
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И наконец, учитывая суммарное действие корпуса и оболочки, запишем напряжения в 

опасных внутренних точках корпуса при r = a: 
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Для условия прочности используем максимальное касательное напряжение 
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или интенсивность напряжений: 
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Для проведения дальнейших расчетов исключим параметр z в формуле (4), используя 

выражение (5). В результате получим соотношение между неизвестными x и y. 
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5. Уравнения для расчета оптимального соотношения радиусов цилиндра 

Результаты расчетов показывают, что для заданного диапазона изменения x и y крите-

рий (7) сильнее, чем критерий (6). Анализ показывает также, что условие (8) является более 

общим, чем условие (4). Таким образом, решение задачи об оптимальной толщине корпуса  

и обмотки должно осуществляться по формулам (8) и (9). 

Запишем искомую систему двух уравнений для определения неизвестных x и y: 
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Решив систему уравнений (10), вычислим неизвестные внешний радиус металли-

ческого корпуса b и внешний радиус полимерной оболочки c. Радиус a известен из 

условий задачи 

xyaybcxab  ; . 

Находим также толщину стенки корпуса b – a и толщину оболочки c – b: 

b – a = a( x – 1); c – b = b ( y – 1). (11) 
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6. Числовой пример  

Цилиндрический корпус изготовлен из титанового сплава ВТ-6 и упрочнен обмоткой 

из волокна армос. Модуль Юнга сплава E1 = 1,04∙10
5
 МПа; модуль Юнга волокон E = 

= 1,26∙10
5
 МПа. Коэффициент Пуассона для корпуса = 0,33, для оболочки –  = 0, так как 

обмотка не имеет связующего. В результате кратковременного воздействия в металлическом 

корпусе возникает внутреннее давление Pa = 100 МПа. Внутренний радиус корпуса a = 190 мм. 

Согласно технологическим условиям c ≤ 1,41a, т. е. неизвестные параметры x и y связаны 

условием x∙y ≤ 1,89. Нужно найти размеры корпуса и оболочки так, чтобы работа конструк-

ции была безопасной, а толщина металлической стенки – наименьшей из возможных. 

Допустимое напряжение [i] в металле свяжем с пределом текучести титанового спла-

ва 
Т

 = 880 МПа и различными значениями коэффициента запаса прочности [n], тогда [i] = 


Т
 /[n]. Допустимое напряжение волокна  i

~
 = 4400 МПа. Условия прочности достаточно 

рассмотреть лишь для металла, так как прочность волокна в несколько раз больше.  

Если [n] – коэффициент запаса прочности, то условия для расчета величин x и y при-

мут вид: 
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На рис. 2 представлено графическое решение системы (12). Решение A(1,23; 1,40) по-

лучено при коэффициенте запаса прочности [n] = 2. При меньшем запасе прочности [n] =1,5 

получается решение В(1,19; 1,29). 

 

 

Рис. 2. Решение (x, y) при различных коэффициентах запаса прочности: А – [n] = 2;  

B – [n] = 1,5 (линии 1, 3 – условия совместности деформаций;  

линии 2, 4 – условия прочности) 

Рассмотрим точку А. Здесь х = 1,23 и у = 1,40. По формулам (11) толщина стенки кор-

пуса равна a( x  – 1) = 21 мм, толщина оболочки: b( y  – 1) = 38 мм. Решение в точке В 

дает, соответственно, более тонкие корпус и оболочку: 17 мм и 29 мм. Корпус и оболочка 

действуют при этом в безопасной области упругих напряжений и деформаций. 
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7. Заключение 

Получено точное аналитическое решение для расчета толщины стенок составного ци-

линдра из металлического корпуса и полимерной волокнистой оболочки в безопасной обла-

сти упругости. Используются различные коэффициенты запаса прочности. При необходимо-

сти учесть динамический характер внутреннего давления расчеты могут проводиться с соот-

ветствующим коэффициентом, завышающим запас прочности. Полученные формулы дают 

возможность делать расчеты в широком диапазоне деформационных и прочностных свойств 

материала корпуса и материала оболочки, а также исходных размеров цилиндра. Результаты 

могут быть использованы для тестирования программ численного моделирования цилиндри-

ческих сосудов с оболочкой. 
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